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Torsion pour les variétés abéliennes de type I et II 
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Résumé : Soit A une variété abélienne définie sur un corps de nombres K , le nombre de points de 
torsion définis sur une extension finie L est borné polynomialement en terme du degré [L : I\] de L 
sur K. Sous les trois hypothèses suivantes nous calculons l’exposant optimal dans cette borne, en 
terme de la dimension des sous-variétés abéliennes de A et de leurs anneaux d’endomorphismes. Les 
trois hypothèses faites sur A sont les suivantes : (1) A est géométriquement isogène à un produit 
de variétés abéliennes simples de type I ou II dans la classification d’Albert ; (2) A est de “type 
Lefschetz” c’est-à-dire que le groupe de Mumford-Tate est le groupe des similitudes symplectiques 
commutant aux endomorphismes ; (3) A vérifie la conjecture de Mumford-Tate. Le résultat est 
notamment inconditionnel (i.e. ces trois hypothèses sont vérifiées) pour un produit de variétés 
abéliennes simples de type I ou II et de dimension relative impaire. Par ailleurs nous prouvons, 
en étendant des résultats de Serre, Pink et Hall, la conjecture de Mumford-Tate pour quelques 
nouveaux cas de variétés abéliennes de type Lefschetz. 


Abstract : Let A be an abelian variety defined over a number field K, the number of torsion 
points rational over a finite extension L is bounded polynomially in terms of the degree [L : K] of L 
over K. Under the following three conditions we compute the optimal exponent for this bound, in 
terms of the dimension of abelian subvarieties and their endomorphism rings. The three hypothèses 
are the following : (1) A is geometrically isogenous to a product of simple abelian varieties of type 
I or II, according to Albert classification; (2) A is of “Lefschetz type”, that is, the Mumford-Tate 
group is the group of symplectic similitudes which commute with the endomorphism ring. (3) A 
satisfies the Mumford-Tate conjecture. This resuit is unconditional (i.e. the three hypothèses are 
satisfied) for a product of simple abelian varieties of type I or II with odd relative dimension. 
Further, building on work of Serre, Pink and Hall, we also prove the Mumford-Tate conjecture for 
a few new cases of abelian varieties of Lefschetz type. 


1 Introduction 

Soit A/K une variété abélienne, définie sur un corps de nombres K , de dimension g > 1. Le 
classique théorème de Mordell-Weil assure que le groupe A(F) des points F-rationnels de A est 
de type fini pour toute extension finie F/K. Un problème naturel qui se pose est de déterminer 
le sous-groupe de torsion A(F ) tors . Un premier problème consiste en fait à borner explicitement 
le cardinal de A(F) tors lorsque A ou F varient. Comme dans les articles [5Tj, 0 et PU auxquels 
ce papier fait suite, nous nous intéressons ici au cas où l’on fixe A et où l’on fait varier F parmi 
les extensions finies de K ; l’objectif étant d’obtenir une borne avec une dépendance explicite et 
optimale en le degré [F : K\. Introduisons maintenant l’invariant que nous allons étudier. 
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Définition 1.1 On pose 


l(A) = inf {x > 0 | VF/K finie, \A(F) toIS \ « [F : I<] x } . 

La notation signifie qu’il existe une constante C, ne dépendant que de A/K, telle que l’on a 

\A(F) toIS \<C(F:K] x . 

On peut traduire la définition en le fait que y(A) est l’exposant le plus petit possible tel que pour 
tout s > 0, il existe une constante C(e) = C(A/K,e) telle que pour toute extension finie F/K on 
a 

|A(F) tors | < C(e)[F : K}^+F 

Un résultat général dû à Masser |14j donne une borne simple : 

7(A) < dim A. 

Cette borne est optimale lorsque A est une puissance d’une courbe elliptique avec multiplica¬ 
tion complexe ; il est fort probable que la borne de Masser n’est jamais optimale dans les autres 
cas. L’invariant q(A) est calculé dans [TD] pour un produit de courbes elliptiques et, de manière 
différente, dans m pour une variété abélienne de type CM et dans jS] pour une variété abélienne 
“générique”. Le problème analogue pour les modules de Drinfeld est traité dans [3. . 

Nous notons End(A) l’anneau d’endomorphismes de A/K et End°(A) := End(A) (g) Q. On étudie 
dans ce texte les deux cas suivants : 

- La variété abélienne A est de type I, ie E := End(A) 0 Q est un corps totalement réel de 
degré e ; en particulier g = he où h est entier. 

La variété abélienne A est de type II, ie D := End(A) 0 Q est une algèbre de quaternions 
totalement indéterminée de centre un corps totalement réel E de degré e ; en particulier 
g = 2 he où h est entier. 

Les deux autres cas (type III, ie algèbre de quaternions totalement définie, et type IV, ie algèbre 
à division sur un corps CM) sont de nature différente et seront traités dans une autre publication. 

Définition 1.2 L’entier h précédent s’appelle la dimension relative de A. 

On sait que, pour une telle variété abélienne de type I ou II, le groupe de Hodge est toujours 
contenu dans Res^/ qSp 2?1 et est génériquement égal à ce dernier groupe. Lorsque h est impair ou 
égal à 2, on sait que le groupe de Hodge est effectivement Res£/QSp 2?l et, de plus, que la conjecture 
de Mumford-Tate est vraie (cf. le théorème 13.71 plus loin). Notons que le cas de type I avec e = 1 
correspond aux variétés abéliennes de type GSp (dans la terminologie de [S]). 

Pour tout premier l, on note Tt(A) = le module de Tate Gadique de A ; considérant l’ac¬ 

tion du groupe de Galois Gk '■= Gai (K/K) sur les points de £°°-torsion, on associe naturellement 
à A/K, la représentation f-adique 

pe°°,A '■ Gk GL(T^(A)) ~ GL 2 g (2^) 

On pose Vt(A) = T((A) 0z É Q^. Rappelons que Vi(A) est naturellement le dual de H/ t (A x 
K, Qe) et que, si l’on note V = V(A) = Hi(A,Q), alors, comme Q-espace vectoriel, V = Q 2g , 
et V 0q Qf s’identifie naturellement à Ve(A). Si ip : V x V -A Q est la forme symplectique 
associée à une polarisation, sa tensorisée par s’identifie avec la forme symplectique provenant 
de l’accouplement de Weil associé à la même polarisation Te(A) x Te(A) -A 2^(1) = 2^. 

Définition 1.3 Le groupe de Lefschetz de A, noté L(A), est le commutateur!]], en tant que dé¬ 
groupe algébrique, de End 0 (A) dans Sp(V, i/j) = Sp 2g - 

On note également Gt ou Ge t A si besoin, l’enveloppe algébrique de l’image de p(oo, et Ht a la 
composante neutre de Gt O SL(V)), c’est-à-dire : 

G t ,A '■= (pi,A (Gk) ) et Ht,A = (Gt 0 SL(Vé)) 0 . 

1 . Ce groupe algébrique est connexe, sauf pour les variétés de type III, Cf Murty 11a et Milne m- 


2 




On note MT(A) le groupe de Mumford-Tate et Hdg(A) le groupe de Hodge d’une variété abélienne 
A (cf. par exemple [TS] et [TB]) . La relation entre les deux groupes est MT(A) = G m • Hdg(A) et 
Hdg(A) est la composante neutre de MT (.A) H SL(V). 

Le groupe des homothéties est contenu dans G^a ; une autre manière de définir le Q^-groupe 
algébrique Hé, a, pour se ramener dans Hdg(A), est de le voir comme l’enveloppe algébrique de 
p(Gal(ÂyA'(/^oo)), c’est-à-dire la composante neutre de la clôture de Zariski de l’image de Galois 
dans GL 2Sj Q f . On sait alors que l’on a toujours 

H L a C Hdg(A) Qj , c L(A) 

Remarquons que ces deux inclusions n’ont pas le même statut : la conjecture de Mumford-Tate 
prédit que la première inclusion est toujours une égalité, alors que la seconde inclusion peut ne 
pas être une égalité. 

Définition 1.4 Nous dirons que A est de type Lefschetz si Hdg(A) = L(A) et pleinement de type 
Lefschetz si pour tout premier l, on a H^ a — L{A)Q t . 

Remarque 1.5 Dans la définition précédente, il suffit en fait de supposer que H^ a = L(A)Q e 
pour un premier £ (cf. theorem 4.3 de [T2] ). 

Ainsi une variété abélienne de type Lefschetz est pleinement de type Lefschetz si elle vérifie la 
conjecture de Mumford-Tate. 

Théorème 1.6 Soit A une variété abélienne géométriquement simple de type I ou II définie sur un 
corps de nombres, dont le centre de l’algèbre d’endomorphismes est un corps de nombres totalement 

réel E de degré e = [E : Q], posons d := [End 0 (A) : E] (ie d = 1 ou 2). On suppose que A est 
pleinement de type Lefschetz, on a alors 

2 dhe 2 dim A 

^ 1 + 2 eh 2 + he dim MT (A) 


Remarque 1.7 II est intéressant d’observer que l’exposant q(A) est beaucoup plus petit que 
la borne 7 {A) < g donnée par Masser; par exemple, pour toute variété abélienne vérifiant les 
hypothèses du théorème, on a pour le type I (resp. le type II) y(A) < 2/3 (resp. y(A) < 4/3). 

Pour énoncer la deuxième partie du corollaire suivant, nous introduisons la notation : 


E = 


^<7 > 1 | 3k > 3, impair, 3a >1, 2 g = (2 a) k ou 2 g = 



(1) 


Pour énoncer la troisième partie du corollaire suivant, rappelons que si une variété abélienne A a 
réduction semi-stable en une place v, la composante neutre de la fibre spéciale est une extension 
d’une variété abélienne par un tore ; la dimension de ce tore s’appelle la dimension torique. Remar¬ 
quons également (cf. la preuve du théorème 11 0.71) que si la variété abélienne A est de type I (resp. 
de type II) et possède mauvaise réduction semi-stable en une place, alors la dimension torique de 
la fibre spéciale est un multiple de e (resp. de 2e). En rassemblant les cas où l’on sait démontrer 
qu’une variété abélienne de type I ou II est pleinement de type Lefschetz (voir Théorème 13.71 et 
section m on obtient le corollaire suivant. 


Corollaire 1.8 Soit E un corps de nombres totalement réel de degré e = [E : Q]. Soit A une 
variété abélienne définie sur un corps de nombres, telle que A est géométriquement simple de 
type I ou II et le centre de son algèbre d’endomorphismes est E. On suppose de plus que l’une 
quelconque des trois hypothèses suivantes est satisfaite : 

1. La dimension relative h est un nombre impair ou égal à 2. 

2. On a e = 1 (ou encore E = Q) et la dimension relative h n’appartient pas au sous-ensemble 
exceptionnel E. 
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3. La variété abélienne A est de type I (resp. II) et possède une place de mauvaise réduction 
semi-stable avec dimension torique e (resp. avec dimension torique 2e). 


On a alors 


7 (A) = 


2 dhe 

1 + 2 eh? + he 


2 dim A 
dimMT(A)' 


Remarque 1.9 Lorsque e = 1 et A de type I, le point 2. correspond au cas “générique” traité 
dans [9]. 

Remarque 1.10 Comme cela est démontré par Noot [T 8 ], pour chaque type de groupe de Hodge, 
il existe des variétés abéliennes définies sur un corps de nombres, ayant ce groupe de Hodge donné 
et vérifiant la conjecture de Mumford-Tate. En particulier, pour tout corps de nombres totalement 
réel E de degré e sur Q et tout entier h , il existe des variétés abéliennes A définies sur un corps de 
nombres, de dimension eh (resp. 2 eh) telles que End 0 (H) = E (resp. End 0 (H) est une algèbre de 
quaternions indéfinie sur E) et qui sont pleinement de Lefschetz. Ces variétés abéliennes vérifient 
donc les hypothèses du théorème. 

Remarque 1.11 La preuve fournit une inégalité légèrement plus précise que |H(L) t0 r| <C e [L : 

K]i(A)+e f orme 

\A(L) tor \ < [L : x]7C0+ci/logiogfo:K] 

On peut récrire ce résultat en terme de minoration du degré de l’extension engendrée par un 
sous-groupe de torsion; nous donnons la teneur du résultat ci-dessous dans le cas de l’extension 
engendrée par un seul point de torsion. 


Théorème 1.12 Soit A/I\ une variété abélienne géométriquement simple de type I ou II, de 
dimension relative h et pleinement de type Lefschetz. Il existe une constante c\ \= c±(A, K) > 0 
telle que pour tout point de torsion P d'ordre n dans A{K), on a : 

[I<{P) : K] > cf {n) n 2h . 


Remarque 1.13 On peut affaiblir légèrement l’énoncé en écrivant l’inégalité sous la forme 

[K(P) : A'] n 2h ^ T °sïsrz ou encore [K(P) : K] ^$> E n 2h ~ e (Ve > 0). 

Par ailleurs notons que, toujours pour un point P d’ordre n, on a trivialement [K(P) : K] < n 2g . 
On voit donc que dans le cas totalement générique (appelé “type GSp” dans JS]) tous les points 
d’ordre n engendrent des corps de degrés comparables n 2g > [K (P) : K] n 2g ~ e , mais qu’il n’en 
est plus de même quand e > 2 . 

Nous étendons les résultats au cas d’une variété abélienne géométriquement isogène à un produit 
de variétés abéliennes de type I ou II. 


Théorème 1.14 Soit A/ K une variété abélienne isogène sur K à un produit A/ 1 x • • ■ x A/ l i avec 
Ai non K-isogène à Aj pour i ^ j. On suppose que chaque facteur Ai est de type I ou II et est 
pleinement de type Lefschetz. Pour tout sous-ensemble non vide I de [1, d] on note Ai := JX, e / Ai- 
On note e,; la dimension du centre de End°(Hi) et hi la dimension relative de Ai. Enfin on pose 
di = 1 (resp. di = 2) si Ai est de type I (resp. de type II). On a alors 


/ a \ 2 ?/ - r njdjhjei 

j (A) = max -- e n , 9 -r 

i 1 + Yliel ^eihi + h 


= max 
i 


2 Eâg i n i dim Ai 
dim MT (H/) 


Corollaire 1.15 Soit A une variété abélienne géométriquement isogène à un produit A 1 / 1 x • • • x 

A n d 

avec Ai non K-isogène à Aj pour i ^ j ■ On suppose que chaque facteur Ai est de type I ou 
II et vérifie l’une quelconque des trois hypothèses suivantes : 

1. Le nombre hi est impair ou égal à 2. 
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2. On a Ci = 1 (ie Ei = Q) et hi ^ S. 

5. La variété abélienne Ai est de type I (resp. Il) et possède une place de mauvaise réduction 
semi-stable avec dimension torique ei (resp. avec dimension torique 2 ei). 

On a alors, avec les notations du théorème \1.14\ ■ 


'y {A) = max 


2 Si. 


ez ' 


idjhit 


1 1 + Sie/ 2 eihf + hiei 


= max 
i 


2 Eïg i n i dim Ai 
dimMT(A/) 


Remarque 1.16 Dans le contexte du corollaire 11. 151 l’analogue du théorème 1 1.1 21 dit simplement 
que : 

[K(P) : K] > c/ {n) n 2h ° 

où ho est le minimum des /q. 


Réductions. Le problème que nous étudions est clairement invariant par deux modifications : 
remplacer K par une extension finie K' et remplacer A par une variété abélienne A! isogène à A. 
Quitte à effectuer une extension finie de K et à remplacer A par une variété isogène, nous pouvons 
donc supposer, et nous supposerons, dans le reste de l’article les propriétés suivantes vérifiées par 
A/K : 

1. L’anneau des endomorphismes définis sur K est égal à l’anneau des endomorphismes définis 
sur I\ ; on le notera donc End(A). 

2. L’anneau des endomorphismes End(^4) est un ordre maximal dans End(Al) g) Q. 

3. La variété abélienne s’écrit A = A 1 ) 1 x • • • x A r f r , avec 1 < r, 1 < tii et des variétés abéliennes 
A, absolument simples non isogènes deux à deux. 

4. L’adhérence de Zariski de P(°°,a{Gk) est connexe. 

5. Les représentations sont indépendantes sur K. 

En effet la possibilité de l’obtention des trois premières propriétés par extension de K et isogénie 
découle des propriétés générales des variétés abéliennes, tandis que les points 4. et 5. s’obtiennent 
par une extension adéquate du corps K , en invoquant deux résultats subtils de Serre [26l 130) . Le 
point 5. est rappelé, ainsi que la définition de “représentations indépendantes” à la proposition 

E2 

Remarquons qu’on pourrait également songer à imposer que A soit principalement polarisée, mais 
cela forcerait à renoncer à la propriété 2., il nous a semblé plus commode de préserver cette 
dernière. 


Plan. Le plan de ce texte est le suivant : dans la section suivante on rassemble un certain nombre 
de lemmes de théorie des groupes et de combinatoire. Dans les sections 3 et 4 on décrit les accou¬ 
plements A-adiques déduits de celui de Weil, ainsi que l’étude des propriétés des représentations 
galoisiennes qui sont utilisées dans la suite. Les sections 6 et 7 contiennent les preuves des deux 
théorèmes cités en introduction fthéorèmes Il.Gl et ll.ldl) . d’abord dans le cas d’une variété abélienne 
simple et pour un groupe annulé par I puis dans le cas général. Les preuves sont en fait écrites pour 
1 assez grand et on indique dans la huitième section comment on peut modifier les preuves pour 
traiter les “petits” nombres premiers de manière similaire. La courte neuvième section contient 
la démonstration de la minoration du degré de l’extension engendrée par un point de torsion 
(théorème 11. 1211 . La dixième et dernière section est un appendice indépendant du reste de l’article 
(sauf pour les notations), dans lequel nous montrons comment déduire un énoncé du type “conjec¬ 
ture forte de Mumford-Tate” de l’énoncé usuel de la conjecture de Mumford-Tate et expliquons 
comment prouver les quelques cas supplémentaires de la conjecture de Mumford-Tate ne figurant 
pas dans la littérature et énoncés dans les corollaires 11.81 et 11.151 

Notations Dans tout le reste de cet article, nous utiliserons les notations suivantes : 

[L:K], (G: H), [G, G] 
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pour désigner respectivement, le degré de l’extension de corps A sur I\ , l’indice du sous-groupe H 
de G dans G, le groupe des commutateurs de G. 

Par ailleurs nous utiliserons les deux notations supplémentaires suivantes : V égalité à indice fini 
près x et la presque égalité =. Commençons par définir l’égalité à indice fini près : si Ai, L 2 sont 
des corps de nombres contenus dans un corps A (en pratique nos corps seront tous contenus dans 
K(A toI ) ou, si l’on préfère dans Q ou même C) qui dépendent de A/K et d’un autre ensemble de 
paramètres A, nous écrirons Ai x A 2 pour dire qu’il existe une constante C(A/K) ne dépendant 
que de A/K telle que les inégalités [Ai : L\ fl A 2 ] < C(A/K) et [A 2 : Ai fl L 2 \ < C(A/K) 
sont vraies pour toutes valeurs des paramètres dans l’ensemble A. De même si Gi et G 2 sont 
des sous-groupes d’un même groupe et dépendant d’un ensemble de paramètres A, nous écrirons 
Gi x G 2 pour dire qu’il existe une constante C(A/K) ne dépendant que de A/K telle que les 
inégalités (Gi : Gi fl G 2 ) < C(A/K) et ( G 2 : Gi fl G 2 ) < C(A/I\) sont vraies pour toutes valeurs 
des paramètres dans l’ensemble A. Nous utiliserons la même notation pour des nombres. Ainsi, 
si N\, N 2 sont deux nombres (par exemple des cardinaux de groupes ou des degrés d’extensions) 
Ni x N 2 signifie qu’il existe deux constantes Ci et C 2 , indépendantes des paramètres, telles 
que CiiVi < N 2 < C 2 N 2 (voir, par exemple, le lemme 16.11 pour une utilisation de cette dernière 
notation). 

Concernant la presque égalité, dire que E = F signifie par définition que A x F et que de plus il 
y a en fait égalité E = F pour toutes les valeurs des paramètres dans A sauf éventuellement un 
nombre fini (dépendant éventuellement de A/K). 

Un exemple typique d’utilisation de la notation précédente consiste par exemple (cf. proposition 
15.21) à écrire, pour A/K une variété abélienne simple de type I ou II de dimension relative h et 
pleinement de type Lefschetz, que l’on a 

\pe(G K ),pe(G K )} A Sp 2h (0 E /£0 E ), 

ceci signifiant qu’il existe une constante £q{A/K) dépendant de A/K telle qu’il a égalité pour tout 
£ > £o{A/K) et que de plus pour tout £ les deux groupes sont commensurables, i.e. l’indice de 
l’intersection des deux groupes dans l’un et l’autre est fini. 

Enfin, si Ai, L 2 sont des corps de nombres qui dépendent de A/K et d’un autre ensemble de 
paramètres A, nous écrirons [Ai : Q] [A 2 : Q] pour dire qu’il existe une constante C(A/K) ne 
dépendant que de A/K telle que l’inégalité [Ai : Q] < C{A/K)[L 2 : Q] est vraie uniformément 
sur A. 

Remerciements. Les auteurs remercient le rapporteur, dont la lecture attentive et les corrections 
et suggestions judicieuses ont permis d’améliorer la présentation de ce texte. 

2 Lemmes de groupes 

Soit E/Q un corps de nombres, d’anneau d’entiers Oe ■ Si £ est un premier et A une place de Oe 
au dessus de £, on note 0\ le complété de Oe selon A. De même on note Fa le corps résiduel 
correspondant. 

Nous rappelons maintenant des objets et notations provenant de [9] que nous utiliserons ensuite. 
Soit V un Q-espace vectoriel muni d’une forme symplectique (dans la suite du papier nous utili¬ 
serons ceci avec V = Hi(A(C), Q)). Dans les lemmes suivants nous introduisons (ei,..., e 2g ) une 
base symplectique de V. (i.e. pour tout 1 < i,j < g, ej ■ e g +i = +1 et • ej = 0 si |i — j\ ^ 0). 

Lemme 2.1 Soit 0 < s < r < g avec r > 1. Définissons P ryS le sous-groupe algébrique de Sp 2g 
fixant les vecteurs e\, ..., e r et les vecteurs e ff +i,..., e g + s , c’est-à-dire 

Pr, s ■= {M G Sp 2s | Ma = e i; i G [l,r] U [g + l,g + s]} , 
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alors, P r , s est lisse sur Oe et sa codimension dans Sp 2g est : 

„ r(r — 1 ) s(s — 1 ) 

codim l rs = 2 sg + 2 rg — rs -----. 

Démonstration : Il s’agit du lemme 2.24 de |Üj (énoncé sur Z mais valable par la même preuve sur 

O e ). □ 


Lemme 2.2 Soit A une place de Oe au dessus d’un premier é de Z. En introduisant les groupes 

D 0 := 


I 0 
0 al 


€ Gh 2g (O x ) | a G Z f x J , et G A := {M G GSp 2 g (G A ) | mult(M) G Z x } , 


on a 


Do ■ Sp 2 g (0 A ) = G\. 

Le même énoncé vaut en remplaçant 0\ par F A et par F^. 

Démonstration : Il s’agit du lemme 2.12 de [S] dans sa version A-adique : soit M G G\ de multi¬ 
plicateur mult(M). La matrice A(M) -1 / ) ^ es t ^ ans SP 2 3 (^a)- □ 


Lemme 2.3 Soit Ge un sous-groupe algébrique sur E de GL^;. Soit t G N* et soit Gi,e, ■ ■ ■, Qt,E 
une suite de sous-groupes algébriques de Ge- On note G (respectivement Gi) l’adhérence de Zariski 
de Ge (respectivement de Gi,e) dans GL<p E suvOe- Il existe des constantes Ci > 0 , C 2 > 0 telles 
que la propriété suivante est vraie : soient t un premier de Z et A une place de O e au-dessus 
de i. Soient G\ C Gi C ■ ■ ■ C Gt une suite de sous-groupes algébriques sur 0\ de Gq x - On 
suppose que pour tout i, le groupe Gi est conjugué sur F A à Gi- On note gi := dim Gi = dimGi et 
di := codim qGî = codim g^^Gj et on pose, pour toute suite croissante d’entiers 0 = mo < m\ < 
m2 < • • • < m t : 

H(m \,..., m t ) = {M G G{0\) M G G, : mod X mi } . 

Pour tous les t tels que G et les Gi sont lisses sur F A , on a alors 

Ci x (G(0\) : H(mi,m t )) > Card(F A )£U O > C 2 x (G(O a ) : H(mi,m t )). 


Démonstration : Il s’agit du lemme 2.4 de [5] dont la preuve reste valable, en remplaçant Z par 
Oe, ainsi que t par A et F^ par F A . □ 

Nous donnons dans ce qui suit l’analogue d’un lemme prouvé pour SL 2 (Z^) par Serre. L’énoncé 
en vue est le suivant, où les notations suivantes sont utilisées. 


Définition 2.4 Nous dirons qu’une sous-algèbre de Lie de gl m possède la propriété {CM) (des 
carrés nuis) si elle est engendrée, comme espace vectoriel, par des matrices de carré nul. 


Exemple 2.5 Les algèbres sl m et sp 2m ont la propriété {CM) mais pas so m . Les matrices Eÿ ayant 
un seul coefficient non nul (sur la i-ème ligne et j-ème colonne) sont de carré nul. En dimension 
a 1 


2 , on a de même que 


est de carré nul, donc 


fa 1 A (0 b-l\ ( 0 OA 

\^— a 2 —a J + ^0 0 J + \c + a 2 0 J 

est bien somme de matrices de carré nul. Quand m est quelconque, on en tire aisément que 
les matrices diagonales de trace nulle sont sommes de matrices de carré nul. L’algèbre sp 2m est 

telles que D + t A = 0, B et G sont symétriques. On écrit aisément 

une telle matrice comme somme de matrices : 


l’algèbre des matrice 



0 S 
0 0 


0 0 
S 0 
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où S est symétrique, U a trace nulle et ô est la matrice dont le seul terme non nul est dans le coin 
supérieur gauche et vaut 1 ; les trois premières sont de carré nul et la quatrième est somme de 
matrices de carrés nuis d’après la propriété pour s( m . Enfin notons qu’une matrice anti-symétrique 
de carré nul est elle-même nulle, donc so„ ne possède pas la propriété des carrés nuis. 

Notations. On note O l’anneau d’entiers d’un corps p-adique, vo une uniformisante, F = O/voO 
le corps résiduel et e l’indice de ramification, i.e. p = vo e u avec u G O x . 


Lemme 2.6 Soit G un sous-groupe algébrique lisse de GL m /0 et H un sous-groupe fermé de 
G(0). Considérons, pour tout entier n > 1, les applications n n : H —► GL m (0 / vo 11 0), alors on a 

1. Si 7 r e+ i(H) = G(0 / vo e+1 0) et p > e + 2 alors H = G(0) ; si p < e + 1 et n m surjective 

avec m > alors H = G (O) ; 

2. Si p > 2e + 3, n e (H) = G(0/vo) et Lie(Gp) a la propriété (CM) alors H = G(0) ; 

En paHiculier, lorsque G = SL m ou Sp m , si p > 5 et K/Q p non ramifié, alors ni (H) = G (F) 
entraîne H = G(0) . 

Démonstration : Notons C := Lie(Gw)- Commençons par observer que, d’après l’hypothèse de 
lissité, si une matrice s’écrit M = I + w n B alors 7 r n+ i(M) G G((D/m n+1 0) si et seulement si 
7Ti (B) G C. On prouve maintenant par récurrence sur n que la projection H —> G(0/m n 0) est 
surjective et donc que H est dense dans G(0) et donc égal à ce dernier. Supposons la propriété 
vraie au cran n et montrons-la au cran n + 1. Soit donc A G G (O), on sait donc qu’il existe 
Ai G H telle que A = A\[vj n ] et, quitte à remplacer A par AAf 1 on peut supposer que A = I[vj n ] 
soit encore A = I + w n B avec donc ni (B) G C. Par hypothèse, il existe Z G H telle que 
Z = 1 + w n - e B[vj n ~ e+1 ] ou encore Z = 1 + w n ~ e B + w n ~ e+1 C. Posons Y := ZP alors 

p -1 

Y = 1+ pw n ~ e (B + wC) + J2 

h=2 


[ P h ) wh{n ~ e) (B + voC) h + m p( - n ~ e \B + wCy 


On a e + h(n — e)>n + lsin>e + let p(n — e)>n + lsin> ; ainsi si p > e + 2 on voit 
que Y = I + vj n uB mod w n+1 . On peut bien sûr refaire ce calcul en remplaçant B par u~ 1 B 
et conclure. La surjectivité de 7 r e+ i suffit donc pour entraîner H = G(0) si p > e + 2 (resp. la 
surjectivité de n m avec m > pour p < e). 

Si maintenant n = e, on reprend le calcul en supposant d’abord que ni(B 2 ) = 0 G C. Observons 
que, dans ce cas, B 2 i = 0 mod va donc 

(B + wC) p = B p + vj (B p ~ 1 C + ...)+••• + w r (■■■ + B jo CB jl C... CB j °) + • • • + w p C v 
avec B p = 0 mod vo (p -1 )/ 2 et w r B^ 0 CB^C... CBA = 0 mod w m avec 


m > r + 


Jo 

2 


js_ 

2 


>r + E(f 


= r + 


p — r 
2 


s + 1 ^ p — 1 
2 - 2 


Si maintenant Z = I + B + voC et Y = Z p alors 


p-t / \ 

Y = I+p(B + wC) +^2( P h )^ h (B + wC) p - h + (B + vjC)p = I + pB+ (B + voC) p mod m e+1 

h=2 ' ' 


La condition (p — l)/2 > e + 1 équivaut à p > 2e + 3. On trouve ainsi un élément Y G H tel que 
Y = I + vo e B mod vo e+1 . Pour le cas général, on aura B = Bi + ■ ■ ■ + B s avec 7 Ti (B 2 ) = 0 G C 
et I + vo e B = (I + vo e Bi )...(/ + vo e B s ) mod vo e+1 , ce qui permet de conclure. □ 

Le lemme élémentaire suivant est démontré dans [S] (lemme 2 . 8 ). 












Lemme 2.7 Soit d > 1 un entier, et pour tout i G {l,...,d}, soient U > 1 des entiers. Pour 
i < d et j < ti, on se donne également des entiers aij et bÿ, strictement positifs. On a l’égalité 


sup 

l <i<d 


i =1 Ej=l 

E d 7 

i= 1 2-/j=l 


max 
i <hi<u 

1 <i<d 


E d hi \ 

i =1 1 a ÿ I 

ELi Ej=! b ij J ’ 


( 2 ) 


le swp dans le membre de gauche étant pris sur les entiers niij ordonnés pour 1 < i < d par 
mi i > • • ■ > mai et tels que mu ^ 0 . 


3 Représentations et accouplements A-adiques 

L’étude de la représentation galoisienne adélique se ramène essentiellement à l’étude des représen¬ 
tations Uadiques, grâce au résultat suivant dû à Serre. 

Définition 3.1 Une famille de représentations (pi)i£i : Gk —t GL(Vî) indexée par un 

ensemble I, est dite indépendante si 

( Pi)i&i(G K ) = JJ ( Pî{G k )) ■ 

iei 

Les ( pi)i£i sont presque indépendantes s’il existe une extension finie K'/K telles que les restrictions 
à Gk' sont indépendantes. 

Proposition 3.2 (Serre) Les représentations (-adiques associées à une variété abélienne A sur 
un corps de nombres K sont presque indépendantes. 

Démonstration : C’est le théorème 1 de [29], cf. également [30] théorème 1 et paragraphe 3.1. □ 

Cet énoncé se traduit concrètement en disant que, quitte à remplacer K par une extension finie, 
pour tous premiers i\, (2 distincts, les extensions K(A[£f’])/K et A'(A[£ 3 °])/A' sont linéairement 
disjointes. 

Nous utiliserons en parallèle les décompositions Uadiques et A-adiques correspondant aux types I 
et II ; ces décompositions s’écrivent pour tout i au niveau des ((^-représentations Ve (A) et pour l 
assez grand (hors d’un ensemble fini de E) pour les Z^-représentations Te{A). 


3.1 Modules de Tate, représentations Sadiques et À-adiques 

Soit ( un premier quelconque. On considère dans toute la suite de cette section 3. une variété 
abélienne A/K géométriquement simple de type I ou II, telle que End# (A) = End# (A) et telle 
que End# (Al) est un ordre maximal de D := End# (A) Q. Nous noterons E le centre de D. 

On a la décomposition suivante : (De = IIa|^ où 0\ est l’anneau des entiers du complété E\ 
de E pour la place A. En notant /(A) := [ E\ : Qf] et e(A) le degré de ramification de A| t, on a 
Ea|^ e (A)/(A) = e = [E : Q]. 

Le module de Tate Uadique, Te{A), est muni d’une action de (De et se décompose en 


Te(A) = JJ Ta où Ta := T e (A) ®o e O x . 

X\( 

En inversant ( on obtient les espaces Ve (A) et Va à partir de Te (A) et de T\ : 


Ve(A) := Te{A) ®z e et V\ := T\ E\. 
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La représentation Sadique étant Og-linéaire, elle se décompose diagonalement selon les A divisant 
£ en représentations A-adiques (cf. [22] paragraphe II) : 

Pi- = (l[px- ) : G K ^Y[Ant(Tx). 

\\e x\t 

La représentation Sadique modulo £ étant Oe/£Oe- linéaire, elle se décompose par réduction 
modulo £ diagonalement selon les A en représentations A-adiques : 

Pt = (JJpa) : Gr -t Aut o t iio t {A[ê\) = JJ A\ito x /to x {T\/ZT\). 

\\t \\i 

Nous noterons dans toute la suite G\ le groupe de Galois correspondant à p\ (il est a priori à 
valeurs dans GL 2 h{G x / £0 a)) . La même chose vaut au niveau é-adique et on sait (cf. par exemple 
[5] p.319) que ces représentations A-adiques sont munies naturellement d’un accouplement de Weil 
A-adique provenant de l’accouplement Gadique. Nous rappelons ceci dans le paragraphe suivant. 

3.2 Accouplements Aadique et À-adique 

Nous supposons ici de plus que A est polarisée par une polarisation <f> et que £ est un premier ne 
divisant pas deg (</>). 

Rappelons la construction de l’accouplement A-adique (cf. par exemple jïj paragraphes 3 et 4). 
On commence pour cela par l’accouplement de Weil é-adique usuel : 

</>£“ : Tt(A) x Te(A) -t Z e (l) = ljm m™. 

L’accouplement usuel de Weil est non-dégénéré (modulo £ n pour tout n > 1) car i ne divise 
pas deg(^). De plus, si f désigne l’involution de Rosati sur End 0 (A) associée à la polarisation 
définissant l’accouplement on aura (ax,y) = (f>e^(x,a^y) pour x,y G Tg(A) et a G Ot. 

Lemme 3.3 Notons 0\ le dual de Oi pour la dualité donnée par la trace Tr Ee /Q e - Il existe un 
unique accouplement Oi-linéaire, : Tg(A) x Ti(A) —>• Og( 1), tel que 

T r E e /Q t (<i>t°°) = 

Démonstration : Il s’agit essentiellement du lemme 3.1 de [I] (cf. aussi sublemma 4.7 de [B], 
page 55). Le preuve est la suivante : il s’agit de vérifier que le morphisme donné par la trace, 
de Homo, (T^(A) Te(A),0 £) vers Homz^ (Tt(A) ®Oi Te(A),Zt) est un isomorphisme. Or ces 

deux objets sont des 2^-modules libres de même rang et la preuve du lemme 3.1 de !Jj donne la 
surjectivité. □ 

Hypothèse : On suppose dans la fin de ce paragraphe que £ est de plus non ramifié dans E/Q, 
ie que 0\ = O i. 

On a dans ce cas l’accouplement Cb-linéaire ^ : Tt(A) x Tt(A) —>• Og( 1). Par projection on 
construit alors l’accouplement A-adique, CA-linéaire, de la façon suivante : 

: Ta x Ta -> O x (l) 

tel que (j>}^ (x, y) (g) 1 = <j> a°° (x <8> 1 , y ® 1). 

Tout comme l’accouplement Gadique, l’accouplement A-adique est Galois équivariant : 

Vct g G K ,Vx,y G 7a, <fix °°(crx,cry) = 4> x °° {x, y) a , 

l’action de Galois à gauche se faisant via la représentation A-adique, et à droite, via le caractère 
cyclotomique Gadique usuel. 

Nous noterons enfin </>° M et 0 O oo les accouplements t-adiques et A-adiques, définis de manière 
similaires sur Vi(A) et Va, à valeurs respectivement dans Et et E x . Ils sont définis sans restriction 
pour tout £. 
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3.3 Galois pour les variétés de type I et II 

Soit £ un premier quelconque. 

Dans le cas de type I, les (Va - ) fournissent des représentations irréductibles symplectiques. 

Dans le cas de type II, on a une décomposition plus fine (cf. [4], [15], [Tj) : 

V x = Wx(A)®W x {A), 

où (W x {A),ct> 0 Xao , Wx{A) ) est maintenant irréductible symplectique. Cependant, comme nous le 
détaillons plus loin, cette décomposition, dans le cas de type II, nécessite, pour le nombre fini 
de premiers £ “ramifiés” pour l’algèbre de quaternions, d’étendre les scalaires à une extension 
quadratique. 

Nous avons Va := W\(A) © IVa(- 4) si A est de type II et nous posons W\(Â) := V\ si A est de 
type I. Autrement dit en notant d = 1 si A est de type I et d = 2 si A est de type II, nous aurons 
toujours 

Fa = W x (A) d , 

et dans tous les cas, la représentation W\{Â) est irréductible, symplectique et, lorsque A est de 
type I (resp. de type II), le module Ve(A) est isomorphe à TIa^(^) ( res P- à la somme de deux 
copies de ce produit). On pose ensuite dans tout les cas 


Ta (A) := 7a n W\(A). 


Définition 3.4 Nous noterons dans la suite 5 , ex (A) l’ensemble fini des £ divisant le degré de la 
polarisation fixée </> de A, des £ ramifiés dans Oe et, dans le cas de type II, des i tels que l’algèbre 
de quaternions D est non décomposée en au moins un \\£. 

Au niveau des Z^-modules, la décomposition perdure, au moins pour l hors de S ex (A). Nous 
rassemblons ces énoncés dans la proposition suivante. 

Proposition 3.5 Soit W\(A) le E\-module galoisien symplectique défini ci-dessus, qu’on identifie 
à un sous-module de Ve (A). 

1. La représentation W\(A) est irréductible et symplectique. 

2. Si A est de type I (resp. de type II), on a une décomposition Vt{A) = Yl\\eW\(Â), resp. 
Vt{A) = IIa K (^a(A)©Wa(A)). Toutefois, dans le cas de type II et pour les premiers 
ramifiés de l’algèbre de quaternions, cette décomposition ne s’obtient qu’après tensorisation 
par une extension quadratique de E. 

3. Pour £ (( S ex (A), on a une décomposition analogue pour les O © Ze-modules : Te(A) = 
n Mt Tx(A) si A est de type I, resp. T? (A) = J| A (Ta(A) ©T\(A)) si A est de type II. 

Démonstration : Pour A de type I, voir [22] . Pour A de type II, cet énoncé est prouvé pour £ assez 
grand sur Qe dans [4] et sur Zf dans il] , le point essentiel étant l’identification de End°(A) © Q* 
à un produit d’algèbres de matrices J~[ A ./^(Ea), ce qui est possible justement quand £ n’est pas 
ramifié. L’algèbre de quaternions est toujours déployée sur une extension quadratique et l’on peut 
donc se ramener au cas précédent après tensorisation par une telle extension ; plus précisément, en 
choisissant F extension quadratique de E telle que D ©# F = M 2 (F) et en notant F\ := TA ©s F 
et Ve F = TIa Va,f- chaque Va,f est un module sur D ©e F\ = M 2 {F\) et on peut alors imiter 
le procédé décrit dans loc. cit.. Remarquons que la preuve sur pour tout £ peut aussi être 
extraite de m- 

Définition 3.6 Définissons la dimension relative de A simple avec D := End 0 (A) et E le centre 
de D , par la formule : 

i- ,/ ., dimA 

dimrel(A) :=- , 

[E:Q]y/\DTË\ 
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Ainsi, si e = [E : Q], la dimension relative h d’une variété abélienne de dimension g de type I 
(resp. de type II) est h = - (resp. h = j-). 

On a alors dans le cas I et II une représentation irréductible symplectique de dimension 2 h, et une 
inclusion 

Ht,A c[]Sp(^(A),^) = II S P 2 M^ 

x\e x\t 

qu’il convient de mettre en parallèle avec l’inclusion 

Hdg(A) Q , c (Res s/ QSp 2 /liB )Q,. 

Nous allons nous placer dans le cas générique où l’on a égalité dans les deux inclusions précédentes 
(la première impliquant d’ailleurs la seconde puisque Hia C Hdg(A)o^). Le théorème suivant 
précise des conditions où l’on sait que l’égalité voulue est toujours vraie. 

Théorème 3.7 (Banaszak-Gajda-Krason pQ, Pink [19j, Hall [8]) Soit A/K une variété 
abélienne de type I ou II, de dimension relative h ; notons E le centre de End 0 (A). Supposons de 
plus l’une des trois conditions suivantes réalisée : 

1. L ’entier h est impair ou égal à 2, 

2. On a E = Q et h n’appartient pas à l’ensemble exceptionnel E défini en m, 

3. La variété abélienne A est de type I (resp. II) et possède une place de mauvaise réduction 
semi-stable avec dimension torique e (resp. avec dimension torique 2e). 

on a alors H^ A = TIa s P 2 h,E x ■ 

Démonstration : Le résultat est démontré dans [T] sous l’hypothèse de l’alinéa 1 (cf. []TÏÏ] remark 
2.25 pour le cas h = 2) ; le résultat est démontré explicitement dans (115 sous l’hypothèse de 
l’alinéa 2 , pour une variété abélienne de type I, mais on peut extraire de [TÜj une preuve pour 
le type II; nous indiquons comment en appendice de cet article (Cf section fTÜl) . Le résultat est 
démontré dans [ 8 ] sous l'hypothèse de l’alinéa 3, pour une variété abélienne de type I vérifiant 
e = 1 ; nous indiquons en appendice de cet article comment étendre les arguments de [5] aux cas 
énoncés. □ 

3.4 Variantes À-adiques modulo A n 

On suppose ici que l est un premier quelconque. Soit n > 1 un entier. On a par réduction modulo 

r, 

A\r] = Tt(A) z/rz = T e (A)/i n T e (A). 

De même par réduction modulo A", on voit que 

A[X n ] := Ta C’a/A" = Tx/\ n Tx- 


On pose ensuite 
En utilisant que I n Ox 


TaIA 11 ] := Tx{A) O x /X n = Tx(A)/X n T x (A). 

= A e ( A ) ra on voit que par réduction modulo £ n on obtient : 


A[r\ = T e (A)/rT e (A) = n Tx/PTx, 

x\t 


et 

Tx(A)/£ n Tx(A) = Ta (A) ® 0jk O x /X e ^ n = T A [A e ( A )”]. 

Soit 7 Ta une uniformisante de A dans Ox (tta = £ dans le cas non-ramifié). Pour tout entier n > 0, 
les applications 

i n : Ta [A"] ->• Ta[A" +1 ], x mod A ”T a (A) ^ n x x mod A ” +1 T a (A) 
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sont des morphismes, bien définis, injectifs. En prenant le système inductif qu’ils forment, on note 
Ï\[A°°] la limite. 

Supposons dans la fin de ce paragraphe que £ est non ramifié. Dans ce cas le module A[£ n ) 

se décompose en le produit des ©A/A”-modules Ta[A"] dans le cas de type I, et, pour £ £ S ex (A), 
en le produit des Ta [A"] © Ta[A”] dans le cas de type II. De plus, par projection modulo £ n (ou ce 
qui revient au même ici, modulo A"), on obtient : 

0A- : Ta[A"] x Ta [A"] O x /£ n O x (l) 


qui vérifie 

<Aa» {tx, ty) = 0a-+i (x, yf. 

Tout comme l’accouplement A-adique, on voit par réduction modulo i n que les accouplements <j>\n 
sont Galois équivariants, l’action de Galois à gauche se faisant via la représentation A-adique, et 
à droite, via le caractère cyclotomique Gadique usuel. 


4 Modules isotropes 

On considère dans ce paragraphe une variété abélienne A/K géométriquement simple de type I ou 
II, telle que Endx(A) = End^(A) et telle que End^Al) est un ordre maximal de End^(A) <g>zQ- 
Soit par ailleurs £ un premier et A une place au dessus de i. Notons ir\ une uniformisante de A. 
On suppose ici que £ est tel que la condition suivante (qui exclut un nombre fini de premiers) est 
réalisée : on a un accouplement bilinéaire alterné, non-dénénéré sur T\(A) (qui est un ©A-module 
libre de rang 2 h) et sur le FA-espace vectoriel Ta[A] = T\{A)/\T\{A). 

Définition 4.1 Soit H C Ta[A°°] un sous-groupe fini. Nous dirons que H est totalement isotrope 
si pour tous points P,Q de H C T\ [A"], on a 

MP,Q) = 1 , 

où (f>\ri désigne l’accouplement sur Ta [A"]. 

Notons que si H est totalement isotrope au sens précédent, alors son sous-groupe des points de A- 
torsion est totalement isotrope dans le FA-espace vectoriel Ta [A]. On retrouve avec cette définition 
les deux lemmes suivants dont les preuves se reprennent mot pour mot du paragraphe 3.1 de [21 
en remplaçant Z par 0\ et £ par A. 

Lemme 4.2 Soit (ei,...,e^) une base d’un sous-0\-module isotrope maximal Hoo de T\(A). Il 
existe un supplémentaire H'^ isotrope maximal et une base (e^+i,..., e 2 h) de celui-ci de sorte que 
dans la décomposition T\{A) = 7/qo ©17^, selon la base (e ±,..., e 2 h), la forme symplectique s’écrit 

comme la forme canonique J = 

Lemme 4.3 Soit n >1 et H C Ta [A”] un sous-groupe fini, totalement isotrope. Notons pr„ : 
Ta (A) — > Ta [A"] la projection canonique modulo X n . Il existe un sous-groupe totalement isotrope 
H t i de TA[A n ], contenant H et de même exposant et il existe un sous-O \-module, Hm de T\(A), 
totalement isotrope, tel que pr n (Iî 00 ) = H t i. 

Remarque 4.4 Notons que dans [5] la version correspondante du lemme précédent ne mentionne 
pas que l’on peut choisir H t i de même exposant que H. Toutefois la construction même de ce H t i 
fournie dans la preuve du lemme 3.7 de [9] donne immédiatement cette information supplémentaire. 

5 Propriété fi, version A-adique 

On considère dans ce paragraphe une variété abélienne A/K géométriquement simple de type I ou 
II, telle que Endx(Al) = End^-(A) et telle que Endx(A) est un ordre maximal de End#(A) <S>zQ- 
On suppose par ailleurs ici que l £ S ex (A). 
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5.1 Propriété ji 

Etant donné un sous-groupe H fini de Ïa[A°°], nous introduisons à présent l’invariant suivant : 

mi(H) = max {k G N | 3n > 0, 3P, Q G H d’ordre £ n , (f>\n (P, Q ) est d’ordre £ k } . 

Dire que H est totalement isotrope équivaut à dire que m\{H) = 0. De plus on peut noter que, 
sur la définition, il est évident que mi(H) est supérieur à la valeur m suivante : 

m(H) := max {k G N | 3P, Q G H d’ordre £ k , <j>\k (P, Q) est d’ordre £ k } . 

Lorsque H est de la forme Ta[A"], nous allons montrer que toi(Tx[A"]) = m(T\[ A"]) = n. 

Définition 5.1 Nous appelons propriété p pour une variété abélienne le fait d’avoir, pour tout 
sous-groupe fini H C Xa[A°°], l’égalité à indice fini près, uniformément en (£,H) : 

K(p^ im )^K(H)nK(p^). 


5.2 Propriété /z pour TA[À n ] 

Soit n > 1 un entier. La propriété p pour P\[A n ] découle essentiellement formellement de la 
propriété p pour A [£ n ] et du fait que le multiplicateur multA(pA(c)) est Xi( a )- Plus précisément, 
on sait que concernant l’image de la représentation A-adique résiduelle p\ (à valeur dans Fa), on 
a 

Proposition 5.2 Soit A de type I ou II et pleinement de type Lefschetz. On a les (presque) égalités 
suivantes : 

1. \pi(G K ),Pi{G K )\ = TIaiAJFa) = Sp 2h {0 E /£0 E ). 

2. px(Gk) = {xG GSp 2 /l (F A ) | mult(æ) G F, x }. 

3. [pe°°{G k), pe°°{G k)\ = Hdg(A)(Z^) = ITIa|£^ p 2 *.(Oa)- 

4. p\°°(Gk) ={x G GSp 2h (O x ) | mult(æ) G 

5. pl™{G k ) = MT{A){1 ji) = {(xa) G riA|z GS P 2 ? i ( c, A) I VA, 3 y G Z*, mult(a:A) = y}, 
le produit portant sur les places A au dessus de t dans l’anneau des entiers Oe de E. 

Démonstration : L’hypothèse que A est de type Lefschetz signifie que Hdg(A) = Ress/QSp^ 2 /t et 
MT(A) = G m Res£/QSp B 2/l , l’hypothèse que A est pleinement de Lefschetz signifie que l’image 
de Galois est d’indice fini dans MT(A)(Z^). Comme nous l’expliquons en appendice (théorème 
HMD, ceci entraîne en fait que cet indice est borné indépendamment de £. En particulier l’indice 
de p\{Gk) H Sp 2 /i (Fa) est borné indépendamment de £, disons par c. Observons maintenant que 
Sp 2 /t (F^m) ne possède pas de sous-groupe d’indice “petit” (ceci se voit en appliquant les lemmes 2.5 
et 2.13 de 0), c’est-à-dire que, pour £> £0 = £o(c), un sous-groupe d’indice inférieur à c est égal 
au groupe Sp 2 ? 1 (Fa) tout entier. D’après le lemrne [3TÔ1 nous pouvons conclure que, pour £ > (q, nous 
avons [pa°° (Gk), P\°° (Gk )] = Sp^Oa)- Ensuite en utilisant le fait que multA(/ 9 A°° (c)) = Xz°°(c r ) 
et que le caractère cyclotomique est surjectif sur Z x , toujours pour £ assez grand, on conclut que 
P(°°{Gk) — MT(A)(Zf), connue annoncé. Les autres égalités s’en déduisent aisément. □ 

On peut déduire de ces considérations l’observation suivante concernant la partie cyclotomique 
des extensions engendrées, valable pour A pleinement de type Lefschetz, de type I ou IL On peut 
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décrire la situation via la tour d’extensions suivante : 



Nous résumons cela dans le corollaire suivant 

Corollaire 5.3 Soit A est de type I ou II, et pleinement de type Lefschetz. On a les (presque) 
égalités suivantes : 

K(T X [ A 00 ]) H Kfjitoo) = K (ne ■«), 

On a le même résultat en niveau fini par réduction modulo £ n . 

5.3 Propriété fi pour H C T\[X n ] 

Proposition 5.4 Soit H un sous-groupe fini de Ta [A 00 ]. On a, uniformément en (£, H), l’inégalité, 

[I<(li, mim ) : Q] < [K(H) : Q\. 

Démonstration : Soit x,y G H deux points de même ordre £ n tels que <f\n (x, y) est un élément 
d’ordre £ m A H ) _ Montrons que l’extension K(x,y) contient “presque” K(ne m i<- H '>)- Ces deux ex¬ 
tensions sont des sous-/('-extensions de K(T\[X n ]) et par la description du groupe de Galois de 
K(T\[X n ])/K, on voit que le groupe de Galois G X)V de K(T\[X n ]) sur K(x,y) est donnée par la 
presque égalité suivante (valable pour tout £ assez grand), 

G x ,y = {px n (o) G GSp 2h (Ox/£ n O x ) I a G G K , a ■ x = x, o ■ y = y, et */»(*) G (Z/rZ) x }. 

Soit donc cr G Gk tel que p\n(o) G G æ>y . On a 

<j>\*(x,y) = 4>\ n (p\ n (cr) (x) , p\n (cr) (y)) = Xt n (^)<t>\ n (x,y). 

On en déduit que X( n ( a ) ~ 1 es t un multiple de l’ordre de (j>\«(x,y) dans 0\/£ n 0 \, autrement dit 
que xt n ( a ) = 1 m °d £ m d H ). Or le groupe de Galois de K(T\[X n ]) sur K(p, emi ( H ) ) est précisément 
constitué des p\^{cr) tels que Xi n ( a ) = 1 nrod £ mi( - H \ On en déduit le résultat. □ 

Nous pouvons maintenant prouver la propriété p proprement dite : 

Proposition 5.5 En notant ô(H) := (Z£ : mult(Go(iT))) où Gq(H) = Gai (K(A [X°°])/K(H)), 
on a, pour tout sous-groupe H fini de Ta[A°°] l'égalité à indice fini près, uniformément en ( £,H ), 

[K(H)nK(ntco):K]^S(H). 

De plus, pour tout H sous-groupe fini de Ta[A°°], on a l’inclusion suivante, qui est une égalité à 
un indice fini près uniformément en (£, H) : 

K{H) D K(pe°o) c K et K(H) OK(p^) x K(p i m 1 (H)). 
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Démonstration : On a la presque égalité Gai (K(T\ [A°°])/A') = G a (introduit au lemme IÎTÜ1) . 
Le groupe de Galois Gai (K(T\ [A 00 ]) / K (ne°°)) s’identifie (c’est une presque égalité) alors avec 
SG\ := GAnKer(mult). Alors K(H)r\K(fie° o) est la sous-extension fixée par le groupe U engendré 

par SG\ et Gq(H). On voit immédiatement que le noyau de G\ Z* —»• Z^/mult(Go(iT)) est 
le groupe U d’où le premier énoncé. 

Passons maintenant à la seconde partie de la proposition. Commençons par considérer H^ un sous- 
groupe isotrope maximal de T\(A). Par le lemmeon peut supposer que dans une décomposition 
T\(Â) = H 00 © H'qq la forme symplectique s’écrit comme la forme canonique J. On voit alors 
aisément que, 

G & \(K{T x [\°°])/K{H aa )) x jM = (J G GSp 2/t (G A ) | mult(M) G Z x j 

= |m = ^ | a G Zf et S symétrique 

D’après le lemme [2721 le groupe engendré par ce dernier groupe et par le groupe Sp^Cbv) — 
Gai (K(T\[\°°])/K(fj,t°o)) est {x G GSp 2/i (0a) | nrult(x) G Z^} tout entier. Ainsi K(Hoo) fl 
K (ne «J x K. Si H est un sous-groupe fini de Ta[A°°] totalement isotrope, dans ce cas le lemme 
14.31 et ce qui précède nous permettent de conclure : on a K (H) n K(ne°°) x K. 

Soit maintenant H un sous-groupe fini non-isotrope de Ta [A 00 ]. Le groupe [é mi ^ H ^](H) est totale¬ 
ment isotrope. En effet si P et Q sont deux points d’ordre é n dans H , alors 

q ô A n- mi (iî)(£ mi(ff) P,£ mi(ff) Q) = 0A n(P,QY mim = 1 par définition de nn(H). 

En appliquant le lemme PTTTT1 on trouve donc un sous-groupe H' contenant [£ mi ](H) de même 
exposant et il existe un sous-0A-module Hoo totalement isotrope de T\(A) tel que, si, pour tout 
entier n > 1, pr ra : T\(A) —> T\(A)/£ n T\(A) = T A [A n ] désigne la projection canonique, on a 

W rH {Hoo) = H'. 

Par le lemme FOI on peut supposer que dans une décomposition T\ (A) = Hoo © H'^ la forme 
symplectique s’écrit comme la forme canonique J. Pour tout n > 1, notons 

H n := pi n (Hoo) = Hoo/Hoo G £ n T\(A). 

On a pour tout n > 1, [£]H n+ 1 = H n . On peut donc poser 

H co = (J H n c Ta [A 00 ]. 

n> 1 


De plus, on voit que, dans A'(Ta[A°°]), le groupe de Galois correspondant à Hoo est le même que 
celui correspondant à H°°. On a 


H C [t mi{H) ]- 1 (H') = [^ mi ( ff )]- 1 (iï r . JÎ ) c [£ mi ^ H) ]- 1 (H 00 ). 


En considérant la multiplication par sur H°°, on en déduit (car H°° est Gdivisible) que 


H C H°° + ker[£ mi{H) ] =: H°°, 


où [£ n ] est le morphisme de multiplication dans Ta [A 00 ]. Ainsi comme dans le cas totalement 
isotrope, on se ramène à une situation où un lemme de groupe permet de conclure : le groupe de 
Galois Gai (k(T\[X°°])/K(H°°)\ n’est autre que (il s’agit d’une égalité x à indice fini près) 


| M G GSp 2 ? 1 (Ga) | Vi < g Me g+ i = e g+ i mod Met = e* et mult(M) G Z^|. 
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La même preuve que celle du corollaire 2.11 de [2 donne alors le résultat : le groupe engendré par 
Gai (^K/K(H°°Ÿj et Sp 2 ?1 (C , a) est (avec une égalité x à indice fini près) 

{M G GSp 2h (O x ) | mult(Af) G Z* et mult(Af) = 1 mod . 

Notamment, on a, 

K(H) n k (ut -) c K(ÊZ>) n k(m~) c 

la seconde inclusion étant aussi une égalité à indice fini près, ie K(H°°) fl K(m «,) x 
La proposition précédente 15.41 permet de conclure. □ 

6 Preuve du théorème principal pour H CA[£] 

Soit A/K une variété abélienne sur un corps de nombres, telle que Endif(A) = Endjç(A). On 
commence par se ramener au cas Gadique (cf. [TOI proposition 4.1) grâce à la presque indépendance 
rappelée à la proposition 13.21 : 

Proposition 6.1 Soit a > 0. Pour démontrer que 'y(A) < a, il suffit de montrer que : il existe 
une constante strictement positive C(A/K) ne dépendant que de A/K telle que pour tout nombre 
premier £, pour tout sous-groupe fini Ht de on a 

Card (Ht) < C(A/K)[K(Hf) : K] a . (3) 

Remarque 6.2 Rappelons que l’on a supposé que la variété abélienne A/K est telle que Endi<-(Al) = 
End^(A). Concernant notre question de borne sur la torsion, ceci nous permet de supposer que 
le groupe fini H C A[£ n ] est en fait un End^ (A)-module. En effet : notons He le End^-(T)- 
module engendré par H et supposons que l’on ait pour He une inégalité de la forme suivante, 
uniformément en (£,H), 

\H E \ < [K(H e ) : K] a . 

on a donc |If| -C [. K(He ) : K] a car H est inclus dans He- Mais End^A) = End^(A), donc 
si x G H et / G End k (A) alors f(x) est encore un point de A qui est K (H) rationnel, donc 
K(H) = K(He )■ En particulier ceci implique que \H\ <C \K(H) : K] a comme annoncé. 

Nous nous plaçons dans toute la suite de ce paragraphe dans la situation particulière d’une variété 
abélienne A définie sur I \, géométriquement simple de type I ou II, qui est pleinement de type 
Lefschetz. Nous supposerons de plus que £ 5 , ex (4l) de sorte à pouvoir appliquer les techniques 

développées dans les paragraphes précédents. Enfin nous prenons le cas particulier d’une situation 
horizontale d’un sous-groupe H de A[£] (en particulier il s’agit d’un F^-espace vectoriel). Par la 
remarque précédente, nous pouvons même supposer que H est un Oe/£Oe~ module. Nous avons 
la décomposition suivante : 

H= [ IlAKtf[A]cnAKÏMA] (Type I) 

iriAi^W ©ff[A] C TIakÎMA] ©Ta[A] (Type II) ' 

On sait par la proposition 15.21 que pour tout £ on a, 

Px(G k ) = {M g GSp 2 JF A ) | mult(M) G F* } . 

Dans notre situation les R[A] C Ta [A] sont des FA-espaces vectoriels. Rappelons que l’on a, uni¬ 
formément en (t,H), l’égalité à indice fini près <5(R[A]) x [K(H[ A]) fl K(nt) : K\. On obtient 
ainsi : 

Lemme 6.3 Si H[ A] est inclus dans un sous-espace totalement isotrope du FA-ev T\[A] alors, 
uniformément en (£,H), on a J (if [A]) x 1. Sinon <5(ff[A]) x £. 
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Lemme 6.4 Uniformément en (£,H), on a 


S(H[ A]) x (F* : mult(G 0 (H[A]))) où G 0 (H[ A]) = Gai (K(T x [X])/K{H[X})). 

On a de plus : 

[K(H[ A]) : K] = (p x (G K ) : G 0 (H[X])) = *(ff[A])(Sp 2 /l [F A ) : G(IT[A])). 

Démonstration : Pour le premier point, on a Gai (K[T x [A]) /K) = p\(Gk)- Le groupe de Galois 
Gai (K(T x [X])/K(pi)) est alors presque égal à SG X := p x (Gx )nKer(mult). Alors K(H[\])nK(p,e) 
est la sous-extension fixée par le groupe U engendré par SG\ et Go(iT[A]). On voit immédiatement 

que le noyau de p\{Gk) "h-* F^ —> F^/mult(Go(-ff [A])) est le groupe U. Pour le second point : la 
première égalité est donnée par la théorie de Galois car on a que Gal(A'(T\[A])/A') = P\{Gk)- La 
seconde égalité est une chasse au diagramme facile. □ 

Notons d\ la dimension de H[ A] sur F A et (ei,... e<j A ) une base que l’on complète en une base 
(ei,..., e 2 h) de Ta [A]. On définit 

G(H[X\) = {M G Sp 2 ? 1 (Fa) | Me* = e*, 1 < * < d x }. 

Notons (êi,... ,e 2 h) une base de T X (A) relevant la base sur F A . Introduisons maintenant le groupe 
algébrique sur 0\ suivant : 


Gi := {M G Sp 2h | Mêi = ê*, 1 < i < d x } . 

On voit que 

G(H[ A]) = {M G Sp 2h (¥ x ) MgGi mod A} . 

Par changement de base symplectique sur F A , Gi est conjugué sur F A à l’un des groupes P r ^ s 
introduits précédemment. En posant G = Sp 2/l , et en rappelant que Card(F A ) = £^ x \ on voit 
que, d’après lemme IÏTÏÏ1 on a 

[K(H[X]) : K] X £m(H[X\)^f(\)codimP rx , ax ^ 

où (r x ,s x ) (avec éventuellement s\ = 0) est le couple correspondant à iT[A]. 

Utilisant le lemme 16.31 le théorème 6.6 de ; 10 s’adapte immédiatement (cf. la proposition 17.31 
ci-après) pour donner : 

Proposition 6.5 Avec les notations précédentes, uniformément en (£,H), on a 

e m( H ) x [K(H) n K{m) : K] x ma 

et 

[K(H) : K(p emm )\ x H [K(H[X]) : . 

A| t 


6.1 Cas totalement décomposé 

Nous supposons ici que t ^ S ex (A) est totalement décomposé dans (De ■ Notre situation est alors 
la suivante : 

™ f n A |f H IM c n A |i T A[A] et Pt = Ylx\tP\ (Typel) 

lnA|/^We^[A]cnA|/r A [A]®r A [A] et Pe = U x{i Px®Px (Type II)' 

De plus 

Gal(K(A[£])/K(p e )) = J] Gal(K(T x [X])/K(p e )). 
x\e 
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Du point du vue combinatoire, les formules sont identiques à celles d’un produit de variétés 
abéliennes de type GSp 2 ^ et, les résultats du paragraphe précédent nous indiquent que la combi¬ 
natoire n’est finalement autre que celle d’un produit de e variétés abéliennes de type GSp 2h , deux 
à deux non-isogènes. Nous pouvons donc directement en déduire la valeur de l’exposant 7 (A). 

Définition 6.6 Nous noterons dans la suite : d = 1 si A et de type I et d = 2 si A est de type II. 

Les calculs de 19] (paragraphes 4.1 et 6.2) donnent dans ce cas : 


q(A) 


sup 

I c{l,...,e 


2 Zag 1 dh 
} i + ( 2 h 2 + h)\iy 


Ce sup se calcule aisément (le max est atteint pour I = {1,..., e}) et on trouve donc 


q(A) 


2 dhe 

1 + (2 h 2 + h)e 


2 dinr A 2 dim A 

1 + dinrRes£;/QSp 2 f l dimMT(A) 


6.2 Cas général 

Nous ne supposons plus désormais que t est totalement décomposé, la combinatoire qui résulte 
est donc différente et il faut dans ce cadre général la refaire explicitement (ceci contient d’ailleurs 
le cas du sous-paragraphe précédent). On a 

Iî[A] = ( 0\/X) rx+sx avec s\ = 0 ssi H[ A] est inclus dans un Lagrangien. 

De plus on a, quitte à réordonner, 

0 < s\ < r\ < h où 2h = dinar A T\[A], et ^ /(A) = [E : Q] = e et dhe = g = dim A, 

\\e 

où l’on note comme précédemment d = 1 si A est de type I et d = 2 si A est de type IL 
On obtient finalement, sous les conditions précédentes, la valeur suivante pour le cardinal de H : 

Card(Iï) = 

Le degré de l’extension [K(H) : K] dépend selon que les H[ A] sont ou non inclus dans des Lagran¬ 
giens. Si l’un des H[ A] n’est pas inclus dans un Lagrangien alors nous obtenons 

[K(H) : K] x f 1 +£^-fO)codimP rA , Sx _ 

Si par contre tout les H[ A] sont inclus dans un Lagrangien alors nous obtenons 

[K(H) : A'] X ££x K /(A)codimP rx ,cq 

Il reste à interpréter le quotient de l’exposant de £ du Card(H) par celui de [K(H) : I\] pour 
conclure : c’est l’objet du paragraphe combinatoire suivant. 


6.3 Combinatoire 

Comme précédemment on note d = 1 si A est de type I et d = 2 si A est de type IL Nous sommes 
ramenés à calculer la quantité : 

1 Zx\tfW(rx+s x ) 

d ' r x ,s x ô+Y^\\efWcodimP rXtSx 

où le maximum est pris pour 0 < s\ < r\ < h et S vaut 0 (resp. 1) si tous les s\ sont nuis (resp. 
si l’un des s\ est non nul). 
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Proposition 6.7 Soit 7 = 7 (A) défini ci-dessus, alors 


2 dhe 2 dim A 

1 + 2 eh 2 + he dimMT(A) 


Nous donnons ci-dessous, dans le cas particulier de la proposition ci-dessus, une preuve via les 
interpolateurs de Lagrange. Un argument combinatoire différent, sera donné plus loin dans le 
cas général de la preuve du lemmme 17.51 l’argument suivant n’est donc pas indispensable mais a 
l’avantage d’être assez direct. 

Remarques “numériques”. 

1. On peut réécrire, pour P r>s C Sp 2g : 

codimP^s = 2g(r + s) — rs — (—-— J + —= U 2g + --— J (r+s). 

On observe en particulier que la dimension ou codimension de P r s ne dépend que de r + s. 

2. Nous allons devoir étudier le sens de variation d’une fraction rationnelle de la forme : 


f(x) 


a — x 

A _ x(x-l) 


dont la dérivée s’écrit : 



— a ) 2 + 2^4 + a — a 2 
(2 A — x(x — l )) 2 


et est donc décroissante dès que 2A + a>a 2 . 

Démonstration : La preuve consiste à appliquer le calcul différentiel à la fonction de variables 
(r, s) := ( r A)SA)A|^ dont on veut évaluer le maximum : 


. . _ N(r,s) _ Ea| JW( r A +sa) 

L, ~ ' D(r,s) ' 5 + J2\\ef( x ) codimP rx,sx 


(nous écrivons la fonction sous la forme “Numérateur/Dénominateur= N/D”). Commençons par 
traiter le cas où tous les s\ sont nuis. Les différentielles des deux fonctions N et D s’écrivent 


dN = (f(X))x\e et dD = (j(X)(2h - r x + I)J^ 

Le théorème de Lagrange indique que, en un maximum de N/D , ces deux différentielles sont 
proportionnelles, donc 2h — r\ + \ est constant, ou encore, r\ = 2h — n (avec h < k < 2h). On 
obtient alors 

N 2 he — ne 2 h — k 

D 2 f(X)h 2 + he — en(n — l)/2 2h 2 + h — k(k — l)/2 

La fonction à droite est décroissante avec k et donc majorée par la valeur en k = h, c’est-à-dire 
2/(3 h + 3) (noter que k > h). 

On traite ensuite le cas général (avec l’un des s\ non nul), on pose donc 

N =■■ /( A )( r A + sa); d := 1 + £ f(X)(r\ + s x ) (2 h+\- 

A1 1 \\t ^ ' 


Le théorème de Lagrange indique maintenant que, en un maximum de N/D , on aura sa + ^a = 
2h — n, avec maintenant 0 < k < 2h. En reportant on obtient : 

N e(2 h — k) 2h — k 

D ~ 1 + 2 J/a + f(X)h 2 + eh - en(n - l)/2 L + 2h 2 + h - k(k - l)/2 
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Cette dernière fonction est décroissante en n donc majorée par la valeur en k 
au final : 


< max 


2 he 


3 (h + 1 ) ’ 1 + 2 eh 2 + eh 


2 he 

1 + 2 eh 2 + eh 


0 , ce qui donne 


Observons que k = 0 correéond à r\ + s\ = 2h donc à r\ = s\ = h. En considérant donc le cas 
r\ = s\ = h, on obtient 

2 he 

1 + 2 h 2 e + he 


7 Cas d’un groupe H quelconque 

Dans ce paragraphe nous allons donner une preuve du résultat principal fthéorème ll.141) . Rappe¬ 
lons que l’on a supposé que la variété abélienne A/K est un produit IliLi A"* de variétés abéliennes 
simples, chacune de type I ou II et chacune pleinement de type Lefschetz. Nous avons déjà indiqué 
que l’on peut supposer de plus que pour tout i, les Ai sont telles que End^(A^) = End^-(Ai) et 
telles que EndA'(Ai) est un ordre maximal dans End^-(Ai) ®z Q. 

Définition 7.1 Avec la notation de la définition 3.4, nous noterons dans la suite 5 ex = (jf=i S ex (Ai). 
Dans la suite de ce paragraphe nous supposerons que £ ^ S ex . 

Soit H un sous-groupe fini de A[£°°\. Par le paragraphe 4.2 de pD5], on peut supposer que H s’écrit 
sous la forme H = ]~[f = i T/"’ : ■ De plus par la remarque du paragraphe précédent nous pouvons 
supposer que chaque Hi est un 0 ^j-module, inclus dans un pour n convenable (où l’on note 

Oij le tensorisé par Zg de End(A,)). Notons 


3g := {(A, i) | i G {1,..., d}, et A une place du centre de End(Aj) <g> Q au-dessus de £} . 

Pour (A ,ï) G 3g, posons 0 \,, la composante A-adique de Og t , et posons Xxa le morceau de Hi 
correspondant à A. Dans le cas de type II, Xx,i se décompose à son tour en deux copies isomorphes : 
X\ ti = H\ }i ® 77a, i- Dans le cas de type I, on pose Hx,i := X\,i- Avec des notations évidentes, les 
H\,i sont des 0 a, i/7"0A,,-sous-modules de Ta.,[A"]. On a finalement la décomposition suivante de 
H : 

h= n a xv 

(A ,i)£3 t 

En tant que groupe on sait que pour (A,i) G 3g, 

Ox,i/rox 4 = (z/rz) /(A > et t a ,,[a”] = (z /rz) 2hif w. 

On sait également que, uniformément en £ et A, on a, 

PAi,x°° (Gk) = {XI G GSp 2 ^ i (0A,i) | mult(M) G } . 

Dans tous les cas on obtient ainsi une égalité à indice fini près, en réduisant modulo £ n . 

Soit donc Hx,i un sous-groupe fini de Ta^A 00 ], on pose 

Go(Hx,i) : = { M G GSp 2/l .(0A,i) | mult(M) G Z^ x , Vx G H x ,i, Mx = x) . 

et G(Hx,i) := Go(Hx,i) OSp 2 ^. (0 a, i)- Comme 0A,i/^ n 0A,i-module et comme groupe abstrait, 77 a,, 
est de la forme 

2 hi 2 hi 

H x ,i * \\Ox,i/£ mi Ox,i ^ Y[(Z/£ m ’Z) f ^, 

3 =1 3 =1 

où nous sous-entendons, pour ne pas alourdir plus que de raison les notations, que les nombres rrij 
dépendent également de (A, 7). 
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Notons e (A i)i ■ • ■ ; e (A i j) un système de générateurs (en tant que 0A,i/C0A,i-module) ; les e| A ^ 
étant d’ordre respectifs i mj . Notons de plus {êj- A q , • • • , ®(Ai) I une base du 0A,i-moclule libre 
Ta,î := T\(Ai) relevant la famille {e| A ^}, Le. telle que e| A ^ = ê| A ^ mod £ mi pour tout j. On a 

G(H x ,i ) = |m g Sp 2/ll (0A,i) | Me| Ai) = ê| Ai) mod 1 < j < 2/q j . 


Lemme 7.2 Notons ô(Hx,i) := (Zf : mult(Go(iÏA,î))). Uniformément en (£,H), on a alors : 
[K(H\ :i ) : K] x (, p Ai ,\°°(G K ) : G 0 (fr A ,i)) * <S(ffA,i)(Sp 2 /ll (0 A ,i) : 0(^,0)- 

Démonstration : Comme le lemme 16.41 □ 

Quitte à renuméroter on peut supposer que les exposants (correspondants aux e 3 x ) sont 
ordonnés dans l’ordre décroissant : > ... > m 2 hi ■ On pose alors 

m 1 := maxjmi | mi ^ 0 } et par récurrence m r+1 = max{m, | mi < m r }. 

On obtient ainsi une suite strictement décroissante m 1 > ... > m tx - i > 1 (avec tx.i < 2 hi). Le 

t ( 3 \/(^) a J 

groupe H\ ti est isomorphe à H/=i (Z/t™ Z J , les aj dépendants de (A,*). On définit ensuite 
pour tout 1 < r < tx,i, les sous-ensembles emboités 

r 

I r = {j € { 1 , ■ ■ •, 2 hi} | mj > m 7 } de cardinal \I r \ = aj. 

3 =1 

Introduisons maintenant la suite croissante de groupes algébriques sur 0 a, i suivants : 

VI < r < t x ,i G rA x ti ) ~ {M G Sp 2h . | Me 3 {X i) = e 3 {Xi) Vj G It Ki + i_ r } . 

On voit que 

G(H x ,i) = {.M G Sp 2 /l .(0A,i) | VI < r < t x ,i on a, M G G rt(x ,i) mod i m X ’* + | . 

Par changement de base symplectique sur Fa, le couple (A,*) étant fixé, chacun des Gj^x,i) est 
conjugué sur Fa à l’un des groupes P r , s introduits au paragraphe [ 2 j En posant G = Sp 2?l ., on voit 
que, avec les notations du lemme POl on a 

G{H x ,i) = H{m x ,... ,m tx ’ i ). 

On va donc pouvoir appliquer le lemme 12.31 

7.1 Cas d’un morceau H\ i 

Le couple (A, ï) étant fixé nous renoterons dans ce paragraphe t := tx,i afin de soulager un peu les 
notations. On peut appliquer le lemme 1231 uniformément en (i,H), on a : 

{Sp 2hi (Ox,i) ■ G{H X ,i)) > ^î=l/C A )codim(G il(Xl<) )(m* + 1 -*-Tr.‘+ 1 -ü- 1 )) j 

où l’on a posé m t+1 = 0 et où codim (Gj,(A,i)) est la codimension de Gj^x,i) dans Sp 2h . ■ Les groupes 
algébriques Gj<x,i) étant conjugués sur Fa aux P rjS (avec éventuellement s = 0 ), codim (Gjtx,i)) 
est également la codimension du groupe P rj ., Sj correspondant. Par ailleurs, la suite des (Gj^x,i))j 
étant croissante, (A,*) étant fixé, la suite des (P r) .l’est également. Ceci se traduit par 

Vj, Tj > r j+ 1 et Sj > s j+ 1 . 
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Il nous reste à calculer la valeur de ô(H\A (ou plutôt une minoration de Soit donc 

h G {0,..., t} maximal tel que Sh > 1 (on pose h = 0 si Si = 0 pour tout i). On a donc 


■^1 — • • • ^ 1 > 0 • Si et -Pri,si • • • Prh,Sh C ^ V'. - 1 ü G ... G P r 

Posons 


Si — ■ ■ ■ — ôh — 1 et 5h+i — ... — St — 0 . 

Posons m t+1 = 0. On voit (il s’agit d’une somme téléscopique) que 

t 

rn t+i-h _ m t + 1 ~ h _ m t + l = ^^(m t+1_: ' — m t+1 ~^~^)ôj. 

o =i 


Or P rh ,s h (avec Sh > 1 ) correspond au groupe Gh,(\,i) lui même associé à l’ensemble h+i-h- Il 
correspond donc à un morceau de H\ i sur lequel on voit qu’il existe P, Q d’ordre £ m + tel que 
l’accouplement de Weil de £ m P et £ m Q est une racine primitive êeme de 1 . Ceci se traduit 
en disant que 

s(H x , i )>W mt+1 ~ h )~£ mt+1 ~ h , 

ceci restant valable pour h = 0. Nous obtenons ainsi la minoration 

[K(H\i) ■ K] » ^jii( mt *’ i+ 1 _J_mtx ’ i+ 1 _ü_ 1 , )( 5 J+P A ) codimPr j’' î ;/) 

De plus, pour tout entier k G 


k 

^t+l — k “b ^t+1— k ~ \^k\ ^ ' Ctj. 

3 =1 


7.2 Invariant 7 (Al) pour H C A[£°°] 

Nous sommes ici dans la situation présentée au début de cette section avec H = J~[ (A X\,i- 

Avec les notations introduites dans le cas d’un H\ i (i.e. au paragraphe précédent 17.11) . on peut, 
pour tout (A ,i) G Je, écrire 


Zrii L \,i f(\\ 

H\ i = (Z/.f^Z) /(A) = (z/r^z)^ 

3 =1 3 = 1 

où (m 3 )j> 1 est une suite strictement décroissante (le couple (A,*) étant fixé). 

Nous allons utiliser un résultat galoisien que nous avons démontré dans m- Dans le théorème 6.6 
de JO] nous donnons une preuve pour A = J~[. Ai et avec Mi = Te(Ai) (cf. notations ci-dessous). 
En fait la même preuve reprise mot pour mot donne : 

Proposition 7.3 Soient Te(A) = une décomposition de Xe-modules galoisiens vérifiant 

les deux propriétés suivantes (où Mj[£°°] désigne U n Mj/£ n Mj) : 

1. pour tout j G J et tout groupe fini Hj G Mj[£°°], il existe Wj = Wj(Hj) tels qu’on a, 
uniformément en ( £,Hj), 

2. Uniformément en £, on a l’identité : 

Gai (K(A[£°°})/K(p e ~)) ~ 

3&J 
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Alors si w := maxuy, pour tout groupe fini H = JJ. Hj C uniformément en (i,H) on a, 

K(H)nK(jjn~) et 

[K(H) : KM x Y[[K( Hj ) : K(p rj )]. 
je J 

Nous allons appliquer ceci avec l’ensemble J = 3e, et pour j = (A ,i) £ 3e, avec Mj = T\,i(Ai), 
ainsi que oy = m si Ai est de type I et oy = 2m si Ai est de type II. Enfin nous l’utiliserons avec 

H j = H x ,i. 

Par le lemme O on a 


[K(H Xti ) : K] x ôiHx^CHdgiAiXZe) ■ G{H Xii )). 

Or on sait que dans notre situation on a uniformément en (JL, H) : 

Gal(K(A i \e x> ))/K(peoo])) x Gal(A' (T x ,i [A°°])/A' (ne™))- 

(A ,i)£3 e 

On peut appliquer la proposition 17.31 et on obtient, uniformément en (i,H), 

[K{H) : K\ x S(H) [] (Sp 2hi (O x ,i) : G(H x ,i)). 

(A ,i)E3 e 

Notons cd^ x ^ la codimension du groupe algébrique Dans la situation d’un Hx,i fixé nous 

avions introduit au paragraphe précédent des notations 

rri-j et cy-, 1 < j < 2hi, ainsi que m r , 1 <r< t\ y. 

Afin de rendre claire les diverses dépendances nous utiliserons ci-dessous les notations un peu plus 
lourdes suivantes en lieu et place des précédentes : 


nij(X,i) et aj(X,i), 1 < j < 2hi, ainsi que m\ i , 1 <r< tx,i- 
Les calculs effectués dans le cas d’un Hx,% nous donnent, uniformément en (£,H), 

(Hdg (A)(Z e ) : G (H)) x exp | Y Y /( A)cdf A>i) (m$V +1_fe - logi 

\(X,i)e3e fc=l 

De plus, il existe un (Ai,ii) tel que ô(H) = ô(Hx 1 ,i 1 ). Quitte à renuméroter on peut supposer 
que i\ = 1 On note alors (5(Ai)y)j la suite de 0 et de 1 relative à ô(Hx 1 .i) définie au paragraphe 
précédent. On a, uniformément en (£,H), 



d(A-i), logé J . 

On pose par ailleurs <5(A)y = 0 pour tout j si (X,i) ^ (Ai,l). Avec ces notations, on trouve en 
suivant les calculs du cas d’un Hx,i, la minoration suivante (au sens L$>, uniformément en J, H)) 
pour [K (H) : K] : 


S (H) » exp 


ft x i,l 

E 


f + l + 1 — (j — l)'' 

^A.,1 ~ m Xuj 


exp 


E m l 


_ + fW( C d(x'i) 




— cd 


(A,*) 


) logf 


, (A ,i)ede j =1 


et 




\H\ = exp | Y n l d i Y rn x,if(. X ) a j( X À) lo %t 
AX,i)e3e 3 =1 
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où d, vaut 1 (respectivement 2) si Ai est de type I (respectivement de type II) et où l’on rappelle 

que A = nti^r- 

Notons 

b{ . := + /(A)(cd^ +1 - J - cd^ +1 - ( - 1) ), 

et posons de plus 

a° X i := riidiaj(\,i). 

Avec ces notations, on aura donc, uniformément en (£,H), l’inégalité \H\ -C [I\ (H) : K ] 7 si 

S(A,i)ea f Ej =1 


7 > max ■ 


£(A,i)e:r« £j=1 


le max étant pris sur les m\ i > ... > pour (A, i) G 

Ainsi, en invoquant le lenrme combinatoire [2771 et en suivant les notations et calculs du cas d’un 
H\,i, on voit que l’inégalité |if| <C [K(H) : A '] 7 est vraie uniformément en (£,H), si 

£(a ,i)ede A S (A, 


7 > max ■ 


^(^l)*A 1 ,i+l—fcxi.i S(A,i)e3« f^ C0 ^ m ^ > r(X,i)t X i + i-h X i ,s(X,i)t X i + i-h 
Ce dernier max se réécrit sous la forme 

E(A,i)e3* n i d ifW( r X,i + sa ,i) 


max 


l<^,i <5 + X)(A i)G3, /( A )( r A,i + sx t i)(2hi - |(r A ,i + SA,» - 1) ’ 

et où en reprenant la définition de <5(Ai)* Xi -h Xl i on voit que ô = 0 si tout les Sx,i sont nuis et 
ô = 1 si l’un des S\.i est non nul. 

Il y a en fait deux évaluations à faire selon que ô = 1 ou que 6 = 0. 

1. Si (5 = 1 alors le max à évaluer se réécrit naturellement sous la forme suivante : 

_ E(A,i)gj. m i d. l f{X)xx,i _ 

l<x\,i<2hi 1 + E(A,i)e3^ /(^) a: A,i(2Ùj — ^(^A.i — 1)) 

Posons 

, . _ E(A,j)ea« rn idif(\) x x,i 

Pl - ’ 1 + £(A,i)e7, fWxx,ii 2h i - è^A.i - 1))’ 

On rappelle que l’on veut comparer p\ ( x) avec la quantité 

( A\ ‘^^2i^I rn i9i 

ai A) := max : -—-=——=-—. 

/c{i,...,r} 1 + r^ T 2 eih i + eihi 

Lemme 7.4 pour tout ig{l,...,r}, on a a(A) > midi 
Démonstration : C’est un calcul immédiat. 

Lemme 7.5 On a 


hi +1 ’ 


□ 


P 1 ^) ^ a ( A )' 

l<æ* 
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Démonstration : L’inégalité p\{x) < a(A) se réécrit 


E /« 

(A ,i)e3* 



^4/ij + 1 — 


Iniidj \ 


XA,i 


< 2 . 


Par le lemme précédent, on voit dans la somme dans le membre de gauche de l’inégalité, que les 
indices tels que x\ : i < 2 hi — 1 contribuent via un terme négatif à la somme. Autrement dit, la 
valeur pi(x) — ct(A) est maximale quand pour tout les indices on a x\ t i = 2 hi. Mais dans ce cas, 
en utilisant que 

Y /(A) = e u 

À place de End(Ai)(8)Z^ 


on a : 


pi(2hi ,..., 2 hi) - a(A) < 0 


E /w 

(A ,i)e3 e 


4hf - ( 4/i, + 1 - ) 2fc 


a(A) 


< 2 


E(-4^-2„. + ^M)E/( a )<2. 


2=1 


E ( -4 hf ei - 2 h iei + 1 < 2 . 


i=l 

2 dim A 
dimMT(A) 


,(A) 


< a{A). 


La dernière assertion de la série d’équivalences est vraie, ce qui conclut. □ 

2. Si S = 0 alors dans ce cas un calcul du même type (plus facile) permet également de conclure. 


8 Petites valeurs de t exceptionnelles 

Dans ce paragraphe nous indiquons quelles modifications apporter pour les valeurs exceptionnelles 
de £ (en nombre fini). On se place dans le cadre d’une variété abélienne géométriquement simple 
A/K de type I ou II et pleinement de type Lefschetz, telle que Endif(A) = Endjj(A) et telle 
que Endie(A) est un ordre maximal de D := Endif (A) Q- Nous notons E le centre de D et 
nous notons enfin cj> : A —> A v une polarisation fixée avec A (les diverses constantes intervenant 
dépendant de A, dépendent aussi du degré de cette polarisation). 

Notons que, dans le cas où nous nous sommes placés (pleinement de type Lefschetz), on sait que 
la conjecture de Mumford-Tate est vraie, donc que l’on a l’inclusion suivante qui est une égalité à 
indice fini près (dépendant éventuellement de l mais peu importe ici car on travaille uniquement 
avec un nombre fini de valeurs de £) : 

P\°° (G k ) C{xe GSp 2 h (O x ) | mult(æ) G Z/}. 

Nous indiquons dans ce qui suit les petites modifications à faire pour pouvoir traiter les £ qui sont 
dans l’ensemble fini exceptionnel S' e x(A) introduit dans la définition 3.4. 

8.1 Si l est ramifié dans Oe 

On suppose dans ce paragraphe que £ ne divise pas deg(^) et, dans le cas de type II, que £ est tel 
que l’algèbre de quaternions D est décomposée en \\£. On suppose par contre que £ est ramifié 
dans Ok : tO E = Ux\e A e(A) - 

Nous notons toujours /(A) le degré du corps résiduel en la place A. Le lemme EPI produit l’accou¬ 
plement (j >\oo sur T{(A) x Tt(A) à valeurs dans 0\. 
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Hypothèse : Supposons pour l’instant pour simplifier que </>£«, est en fait à valeurs dans Oe- 
Nous verrons plus loin comment faire dans le cas général. 

Rappelons que dans cette situation on a la décomposition 


T Ml-/ TIai^a^) (Type I) 
* lnA|^A(A)©T A (A) (Type II) 


Par réduction modulo A™, on obtient alors pour tout entier +oo > n > 1, comme dans le cas 
non-ramifié, 

</f> A « : T x (A)/X n T x (A) x T X {A) / X n T x {A) -»■ O x /\ n {l). 

Notons par ailleurs que £O x = X e ^ , donc par réduction modulo £ n on a 


A[i n ] = T e (A)/£ n T e (A) = 


n x \ e Tx[\°M n ] 

n AK T A [A e ( A ) n ]©T A [A e ( A h 


(Type I) 
(Type II) ’ 


et 

^ A .w» : T x [X e ^ n ] x T x [X e ^ n ] —> O x /£ n O x ( 1). 

De plus on vérifie que 

0 A e(A)n (£x, èy) = 0 A a(X)(n+l) (x, y)* 

et on voit que l'action de Galois sur les accouplements <p X e(.x)n se fait via le caractère cyclotomique 
Xi n - Par ailleurs, le Z^-module O x étant libre de rang e(A)/(A), on a 

o x /ro x ~ (z/rz) e(A)/(A) et r A [A e(A)n ] ~ ( o x /ro x f h ~ (z/nf heWfW . (4) 


Finalement en travaillant en lieu de place de (f> X n avec </> A e(x)n, en décomposant H selon les H x C 
T A [A e ^ A - )ra ] C A[£ n ], on peut reprendre tout ce qui a été fait dans le cas non-ramifié. Notamment 
la propriété y pour les H x est toujours vérifiée avec la modification évidente suivante dans la 
définition de m\(H x ) (et de même pour m(H x )) : on pose 

mi(H x ) := max {to | 3P, Q G H x d’ordre £ k tels que (j> X eWk (P, Q ) est d’ordre £ m } . 

Pour prouver la propriété y dans ce cadre on peut toujours utiliser le paragraphe sur les modules 
isotropes sur (O a ,F a ), puisque les accouplements A-adiques <p X r sont construits modulo X r pour 
tout entier r > 1 et non pas uniquement modulo £ r (cette réduction modulo £ r étant celle utilisée 
pour définir les H x ). 

En reprenant mot pour mot les calculs combinatoires déjà effectués, on voit avec a que les 
calculs restent inchangés sous réserve de remplacer partout /(A) par /(A)e(A). La contrainte 
/(A) = [E : Q] étant remplacée par la contrainte e (^)fW = [E : Q], on voit que la valeur 7 
reste la même dans ce cadre, ce que l’on voulait prouver. 

Suppression de l’hypothèse : on ne suppose désormais plus que <%» est à valeurs dans Oe. 

On sait que 0\ est un idéal fractionnaire de E x , donc de la forme 7 T^ mx O x pour un certain entier 
m x (avec n x une uniformisante). On choisit 

toq := pgcd(?n A | A|£, £ ramifié dans Oe) ■ 


On a ainsi £ mo O\ C Oe pour tout les £ que l’on considère. On fait alors les modifications suivantes : 

1. On remplace au départ le module Te(A) par := £ m °Te(A). Dans ce cas, le lemme RTÏÏl 
produit l’acccouplement sur T[ x T[ à valeurs dans Oe (c’est pour arriver dans Oe que 
l’on a remplacé Te(A) par T'A. 

2. On travaille avec H' = £ m °H en heu et place de H. La raison de cette modification est que 
le groupe H n’est a priori pas contenu dans la réduction modulo £ n de T' t . Par contre H' 
l’est. 
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À la déperdition près d’indice en £ 2hm o près, on peut reprendre la preuve déjà effectuée et on 
obtient, uniformément en H : 

\H'\ -C [K(H’) : A'] 7(a) < [K(H) : K]^ A \ 

De plus, on a visiblement \H\ < \H'\ ■ |A[£ mo ]|. Les premiers problématiques i étant en nombre 
bornés, il en est de même pour le cardinal des divers A[£ m °] et on voit donc que l’on obtient ainsi, 
uniformément en H , 

\H\ < [K(H) : AT] 7(A) . 

8.2 Si £ divise le degré de la polarisation 

On suppose désormais que £ est un premier quelconque divisant deg(</>) et, dans le cas de type II, 
que l est tel que l’algèbre de quaternions D est décomposée en \\£. Notons m o l’entier maximal 
tel que £ m ° divise deg(</>). Dans ce cas, toute les constructions faites jusqu’à présent continuent 
encore à s’appliquer à condition de faire au départ les modifications suivantes : 

1. On travaille avec T' t {A) := £ m °Te{A) en lieu et place de Ti(A). 

2. On travaille avec l’accouplement (f>f : T^{A) x T' t (A) —> T^(A) x T/(A V ) —> Ze(l) défini 

par (x,y) (f>e(x,<t>(y)), en lieu et place de l’accouplement </>e. Ce choix ainsi que le point 

précédent sont faits de sorte à avoir un accouplement bilinéaire alerné sur T[>(A), non dégénéré 
modulo t n pour tout n > 1. 

3. On travaille avec H' = £ m °H en lieu et place de H. La raison de cette modification est que 
le groupe H n’est a priori par contenu dans la réduction modulo i n de T^(A). Par contre H' 
l’est. 

Avec ces modifications on peut reprendre la preuve déjà effectuée et on obtient, uniformément en 
H : 

\H'\ < [K {H') : A'] 7(a) < [K(H) : AT] t(a) . 

De plus, on a visiblement |üj < \H'\ + |A[£ m °]|. Les premiers i étant en nombre fini, le le cardinal 
des divers A [£ m °] est donc borne et l’on obtient ainsi uniformément en H , 

\H\ < [K(H) : K}^ a \ 

8.3 Petites valeurs exceptionnelles pour le type II 

Dans le cas d’une variété abélienne de type II, il y a encore un nombre fini de valeurs £ exception¬ 
nelles à traiter : les premiers £ tels que l’algèbre D est non-décomposée en X\£. Ce cas des £ ra¬ 
mifiés dans l’algèbre de quaternions doit être traité avec une légère modification : la décomposition 
Ve (A) = J~[a {W\(A) © W\{A)) n’existant que après tensorisation par une extension quadratique 
(voir Proposition 13.51) . Avec les notations du début du paragraphe 7 : au heu d’avoir sur 0\^ la 
décomposition X\ j = H\ i © H\ i, on a, en travaillant sur une extension quadratique de 0\^, la 
décomposition X\ i = H\ i © où H\ i est conjugué à LLy;. Ainsi au lieu de comparer le car¬ 
dinal de H\ i avec le degré de l’extension [K(H\ t i) : K] on reprend la même preuve en travaillant 
directement avec Xy i, comparant le cardinal de Xx.i et le degré de \K(X\^) : K], 

9 Ordre d’un point et degré de l’extension qu’il engendre 

Nous donnons dans ce paragraphe la preuve du théorème 11. 121 Nous pouvons pour cela supposer 
(et nous le faisons) que tous les Â'-endomorphismes de A sont définis sur K. 

Soit P un point de torsion et Hp le End(A)-module engendré par P, on a clairement K (P) = 
K(Hp). En remarquant que codimP 10 = 2 h (dans Sp 2 d, l es arguments des paragraphes [G] et [7] 
précédents montrent qu’un point P\ d’ordre £ n dans Ta[A°°] engendre (uniformément en (£,P)) 
une extension de degré 

[K{P X ) : A'] > £ 2hn . 
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Si ensuite P = Y/\\^P\ avec P\ point de Ta[A°°] et d’ordre i nx , de sorte que P est d’ordre t n 
avec n = maxn^, alors, uniformément en (£, P) on a : 

[K (P) : K] » > £ 2hn . 

Enfin si P est d’ordre m quelconque avec m = n[=i CS 011 peut écrire P = Pi avec Pi 
d’ordre £/*. L’indépendance des représentations f-adiques (Cf proposition 13.21) permet d’écrire, 
uniformément en (£, P), 

r r 

[K(P) : K] = [K(Pi ,..., P r ) : K] » Y[[K(Pfi) : K\ > [] ci* 2fcn * = c“ {m) m 2h . 

i=l i= 1 

10 Appendice : compléments autour de la conjecture de 
Mumford-Tate 

10.1 Indice de l’image de Galois dans le groupe de Mumford-Tate 

La conjecture de Mumford-Tate dit que l’inclusion C MT (g) Qf est une égalité, ou encore 
que, quitte a avoir effectué une extension finie du corps de base K , l’image de la représentation 
Padique galoisienne p(Gk) est contenue et ouverte dans MT(Q^), ou encore comme GL(Te{A)) = 
GL 2 g (%e) est compact, la conjecture équivaut à dire que, quitte a avoir effectué une extension 
finie du corps de base K , p{Gx) est d’indice fini dans MT(Z^). Une forme légèrement plus forte, 
suggérée par Serre, affirme que cet indice est borné indépendamment de i. Clarifions tout d’abord 
ce point en montrant que la conjecture de Mumford-Tate entraîne la forme “forte”. 

Théorème 10.1 Si A/K vérifie la conjecture de Mumford-Tate alors l’indice de p(Gk) dans 
MT(A)(Ze) est borné indépendamment de t. 

La preuve consiste à réunir un résultat de Serre (resp. de Wintenberger [33]) concernant 
la partie torique centrale (resp. la partie semi-simple) des groupes Padiques et des groupes de 
Mumford-Tate. Plus précisément, notons S = Sa le groupe dérivé du groupe de Mumford-Tate de 
A ou, ce qui revient au même, du groupe de Hodge et notons C la composante neutre du centre 
du groupe MT(.A) ; ce sont des Q-groupes algébriques. Notons similairement Se = Se ,a le groupe 
dérivé de Ge,A ou, ce qui revient au même, du groupe Hp a et notons Ce la composante neutre du 
centre du groupe Ge,A ; ce sont des Qpgroupes algébriques. 

On sait par les travaux de Borovoï [2j, Deligne [Bi Exp I, 2.9, 2.11, et Pjateckiï-Sapiro [20 que 

Ce C Cq t et Se C Sq*. (5) 

En fait on sait même que la première inclusion est une égalité, essentiellement d’après la théorie 
abélienne de Serre [23], une preuve est détaillée dans [32] et reprise dans m ■ On ne sait pas, en 
général si la deuxième inclusion est une égalité, en fait l’égalité est équivalente à la conjecture de 
Mumford-Tate. D’après Faltings, les deux groupes réductifs ont le même commutant, leur égalité 
est aussi équivalente à l’égalité des rangs des deux groupes semi-simples. 

Posons Ve(A) = Te(A) <g>z 4 Q^. Les groupes G et 5 sont des sous-groupes du groupe de Mumford- 
Tate MT = MTa- En voyant MTq { comme un sous-groupe algébrique de GL^m) = GL 2 é , j q <! , on 
peut étendre ces groupes sur r Lp en prenant leur adhérence de Zariski dans GL ta A)- Avec un léger 
abus de notation nous noterons C(Ze) (resp. 5 , (Zf)) le groupe des 2^-points de C (resp. S) vu 
comme groupe algébrique sur Z^. Le même procédé nous permet d’étendre Ce (resp. Se) en un 
groupe sur "Le- 

Concernant la partie torique centrale, nous savons donc que pe°°(Gi<) C C(Ze) est d’indice fini 
dans C(Ze). Le résultat suivant de Serre précise ce point et est un des deux points clef pour la 
preuve du théorème 110.11 
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Proposition 10.2 (Serre) [26] L’indice (C(Ze) : Ce( Ze) H P^{Gk)) ='■ et est fini borné indépen¬ 
damment de £. 

C’est le théorème p.60 de [25]. Notons que la preuve de [25] est rédigée dans le cas End(A) = Z et 
esquissée dans le cas général. Pour la commodité du lecteur nous donnons ci-dessous une description 
du centre et de la relation avec l’image de Galois. 

Concernant la partie semi-simple Se de Ge, suivant Wintenberger [53], notons Se )SC —» Se le 
revêtement universel de Se (sur Zf) et posons 

Se{R) u l’image de Se, S c{R) dans S e {R), pour R £ {Z e ,Qe,¥e}. 

Si £ > 5 alors le groupe Se(¥e) u est le sous-groupe de S)(F^) engendré par les éléments unipotents. 
C’est également le groupe des commutateurs de SV(F<>). Le point clef que nous utilisons peut 
s’énoncer ainsi. 

Proposition 10.3 (Wintenberger) [33] L’indice Se(Zf) u dans Se(Ze) est borné indépendamment 
de i. Pour tout premier £ assez grand, le groupe Se(Ze) u est contenu dans Ge■ En particulier, on 
a les inclusions SeiZe) u C Ge fl Se(Ze) C Se(Ze) avec indices finis, bornés indépendamment de £. 

Cet énoncé découle de l’énoncé plus précis suivant. 

Proposition 10.4 (Wintenberger) [33] On a l’égalité Sf(Z() u = Se(Ze) C Se(Qe)u- De plus, 
si le centre Z(Se, s c) est de cardinal premier à £ alors Se(Ze) u est l’image réciproque de Se(¥e) u 
par le morphisme de réduction modulo i, ne : Se(Ze) —> Se(Fc). Pour tout premier £ assez grand, 
le groupe Se(Ze) u est contenu dans Ge- Si £ est assez grand, alors l’indice (Se(Zf) : Se(Ze) u ) est 
majoré par c(2dimA) := ppcm(n | n < 2dimA). 

La démonstration du théorème 110.11 est maintenant immédiate à partir des propositions 110.21 
et 110.31 Comme S (resp. G) est le groupe dérivé (resp. la composante neutre du centre) de 
MT(.A) on a MT (A.) = G ■ S et on en tire aisément que (MT(A)(Zf) : C(Ze) ■ S(Ze)) est 
borné indépendamment de £. La proposition 1 10.2 1 fournit un sous-groupe Ci de C(Ze) fl Pi^(Gk) 
d’indice fini dans C(Ze), tandis que la proposition 110.31 jointe à l’hypothèse Sq t = Se four¬ 
nit un sous-groupe Si de S(Ze) fl pc°°(Gk) d’indice fini dans S(Ze). On conclut bien alors que 
( [MT(A)(Ze ) : p(Gk)) < (MT(A)(Ze) : Ci • Si) est borné indépendamment de £. 

Donnons maintenant la description promise du centre du groupe de Mumford-Tate. 

Notons L = i Li le centre de End 0 (A) ; chaque Li est un corps de nombres et la décomposition 
correspond à la décomposition de A à isogénie près en composantes isotypiques, i.e. A = Jj ■ A* 
avec Ai = B et Bi absolument simple. On pose aussi Tl = fl; R- es L j /Q( ( Gm,i 4 ) et on note 
detx i : Res L ./q (GLy^iJ —>• Res L . /q (G m ,Li) et det^ = J^det^. La restriction de detz, au tore 
Tl donne une isogénie 8 : Tl —» Tl qui peut être explicitée comme l’application x = (xi )iei ^ 
(æ^)ig/, où di := 2àvn\Ai/[Li : Q]. Introduisons une extension auxiliaire L finie, galoisienne sur 
Q et contenant les Li ; on définit ensuite la “norme” (Cf page 135 de ITT]) : 

Tj : R.esj^QG m> 2 —> Res^/QG™,^ et = JJ'ïq : Resj/jjG^j Res^/QG^z^. 

i i 

On a alors une description de la composante neutre du centre du groupe de Mumford-Tate comme 
le sous-tore de Tl vérifiant Ô(C) = ImU/ (aux notations près, c’est la proposition 1.2.1 de [II]). 

Proposition 10.5 (Cf. ÎTJ[ Le tore G = Ca est le sous-tore de Tl tel que ô(C) = 4'( Tl )■ 

Le lien avec les représentations Gadiques peut être décrit ainsi (Cf Serre [27]). 
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Chaque morceau Ve (Ai) est libre de rang di sur Lj ®Qe ; si l’on pose Le := L®Q^, alors Ve(A) est un 
Lf-module et on peut définir det L t (Ve(A)) qui est libre de rang 1, ce qui fournit une représentation 
Sadique abélienne à valeurs dans Tl : 

<j>i ■ Gk -» L x = (L ® Qe) x = Tl(Qc). 

Par la théorie abélienne de Serre il existe un module m et un homomorphisme de groupes algébriques 
associé S m —>■ Tl induisant la représentation de la manière suivante; rappelons (Cf [23]) que S m 
est un Q-groupe algébrique extension du groupe fini (7 m des classes d’idèles modulo m par un tore 
T m . Si on note ee : Gk —>■ S m (Qe) la représentation définie dans [23], alors <j>e = <p o ee. 

Le lien avec le centre du groupe de Hodge est que 'L(Tl) est la composante neutre de 4>(S m ). Ce 
fait appelé “exercice embêtant” dans [27] est équivalent à l’égalité de la composante connexe des 
centres de Ge et MT(d)^ citée ci-dessus. 


10.2 Quelques cas de la conjecture de Mumford-Tate 

Pour énoncer le premier résultat en vue, nous rappelons la notation suivante, Cf. m : 


E = 


> 1 | 3k > 3, impair, 3a >1, 2 g = (2 a) k ou 2 g 



( 6 ) 


Théorème 10.6 Soit h un entier tel que h (f E et soit A/K une variété abélienne de type II 
telle que le centre de End(A) ® Q est réduit à Q. On suppose que A est de dimension g = 2h. 
La conjecture de Mumford-Tate est vraie pour A et le groupe de Mumford-Tate associé à A est 
GSp 2 f li Q. 

Démonstration : Il s’agit tout simplement d’appliquer la proposition 4.7 de Pink m ■ Précisément : 
soit I un nombre premier suffisamment grand ; décomposons le module de Tate Ve en somme de 
2 copies isomorphes Wt sur (Q#. Les We donnent des représentations de dimension 2 h, de type 
Mumford-Tate forte (puisque c’est le cas par [1.9] theorem 5.10 pour les Ve), fidèle, symplectique, 
absolument irréductible du groupe dérivé de Ge. On peut donc appliquer la proposition 4.7 de 
Pink qui nous dit que si h est en dehors de l’ensemble exceptionnel E alors Ge est isomorphe à 
GSp 2 7 li Q. □ 


Pour énoncer le résultat suivant, rappelons que si une variété abélienne A a réduction semi- 
stable en une place v, la composante neutre de la fibre spéciale est une extension d’une variété 
abélienne Bq par un tore que nous noterons Tq ; la dimension de ce tore s’appelle la dimension 
torique. De plus, si ce tore est non trivial (i.e. s’il y a mauvaise réduction) l’anneau des endomor¬ 
phismes de A agit fidèlement sur ce tore. En conséquence, si A est de type I et e = [End 0 (A) : Q] 
(resp. de type II et 4e = [End 0 (A) : Q]) alors la dimension de Tq est un multiple de e (resp. de 
2 e). 

Théorème 10.7 Soit A une variété abélienne simple de type I ou II, définie sur un corps de 
nombres K. On note e le degré sur Q du centre de End 0 (A) et d := 1, si A est de type I (resp. 
d := 2 si A est de type II). Supposons de plus que : 

(T) : il existe une place de K où A possède réduction semi-stable de dimension torique de. 
Alors A est pleinement de type Lefschetz. 

Commençons par rappeler quelques résultats de Grothendieck décrits dans [7]. On étudie la 
réduction modulo un idéal premier donc on peut passer à un anneau local que l’on peut d’ailleurs 
compléter et qu’on notera O ; dans le langage de [7], le spectre de O est un trait. Tout schéma 
quasi-fini X/O se décompose en 

X = X f U X', 

où X f est un schéma fini sur O et X' est un schéma égal à sa fibre générique. On choisit un nombre 
premier t assez grand pour qu’il ne divise pas le cardinal du groupe des composantes de la fibre 
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spéciale du modèle de Néron sur O de A. En décomposant ainsi le schéma quasi-fini A[£ n ] et en 
prenant la limite on obtient la “partie fixe ” Te(AŸ C Te(A). En considérant la partie torique de 
la fibre spéciale Ag du modèle de Néron 

0 ->• T 0 —Ag ->• B 0 ->• 0, 

on obtient la “partie torique ” Te(Ay C T^(A) f , qui est de rang p := dimTo (i.e. égal à la dimension 
torique). Le résultat clef de Grothendieck décrit ces sous-modules en termes de l’action du groupe 
d’inertie, noté I et s’énonce ainsi (le premier point est la Proposition 2.2.5 de [J], le deuxième le 
théorème Théorème 2.4 de H)- 

Théorème 10.8 (Grothendieck [7|) Avec les notations précédentes, on a 

1. On a l’égalité Te(A) f = Te(A) 1 . 

2. Soit À la duale de A, désignons par _L l’orthogonal au sens de l’accouplement canonique de 
Weil Te (A) x T e (Â) -> T e ( G m ). Alors 

Tt(Af = T e (A) { n (T,(Â) f ) X = T^A) 1 n . 

De plus, si on note U = Ve(A) = Tt(A)<S>x e Qe, U\ = V((A) f et U 2 = Ve(A) t , et si l’on identifie Ve(A) 
et Ve(A) via une polarisation fixée, on a donc U 2 = U\ fl U(~. L’inertie agit de plus trivialement 
sur U 2 et sur U/U 2 (mais non trivialement sur U si on suppose qu’il y a mauvaise réduction). 

Démonstration : (du théorème 110.71) . Notons comme précédemment E le centre de End 0 (H). Il 
suffit de montrer que, pour un £, le groupe He est le produit des Sp 2/l e x > CL uan d A parcourt les 
idéaux premiers de E au dessus de t. On choisit un é assez grand et totalement décomposé dans 
E/Q; d’après le lemrne de relèvement flemme EOH) . il suffit de voir que l’image de Galois modulo 
i contient le produit des Sp 2ftF . Chris Hall [8] montre dans le cas où End(H) = Z (ie e = d = 1) 
que l’hypothèse (T) entraîne ceci. Nous expliquons comment adapter ses arguments au cas plus 
général. 

Considérons les sous-modules décrits ci-dessus U 2 C Z7i C Ve (A) et rappelons que /x = rang U 2 
est la dimension torique. L’inertie opère non trivialement sur Ve(A) puisqu’il y a mauvaise réduction 
mais trivialement sur U 2 et Ve(A)/U 2 . Si gi désigne un générateur topologique du quotient maximal 

fl B 

pro-£-fini de I , sa matrice pe{gi) est donc conjuguée à une matrice ( Jf , 

V u 7 2 g-n 

On peut “découper” les Ui, qui sont des Q^-espaces vectoriels, en introduisant e\ l’idempotent 
de Ee = E ®q qui projette Ee sur E\ et en notant Ui t \ l’image e\Ui. On obtient alors la 
décomposition cherchée. 

Lemme 10.9 Les sous-modules galoisiens U\ “partie fixe” et U 2 “partie torique” sont stables par 
End(H) et se décomposent ainsi. 

1. (Type I) Les Ui se décomposent en Ui = J~[ A Ui : \. 

2. (Type II) Les Ui se décomposent en Ui = J~[a (^i,A © Ui,\). 

Démonstration : (du lemme). L’action des endomorphismes commute avec celle du groupe de 
Galois et en particulier du groupe d’inertie, ce qui entraîne la première affirmation. De plus, pour 
tout endomorphisme a, on a 

< av,v' >=< v,c^v' >, 

où < ■ > désigne l’accouplement de Weil et f l’involution de Rosati associée à la polarisation 

choisie ; ainsi les décompositions de la représentation galoisienne décrites dans la proposition (13.51) 
induisent celles sur Ui et C/ 2 . □ 

L’hypothèse (T) se traduit en disant que de = rang t /2 = d^2 x rangt/j^, ce qui impose 
rangé/,= 1. Si l’on écrit maintenant la matrice de p(gi) par blocs, on voit que chaque bloc 
est une transvection. Les arguments de [8j s’appliquent alors, permettant de montrer que chaque 
bloc de la représentation modulo l contient dans son image Sp 2/t (Ff), ce qui achève la preuve. □ 
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Théorème 10.10 Soit s > 1 un entier et soient A±,..., A s des variétés abéliennes, deux à deux 
non isogènes, chaque Ai étant pleinement de type Lefschetz, de type I ou II, de dimension relative 
un entier hi. On a dans ce cas 

( s \ s s 

n Ai ) _ n Hdg(Aj) — Res£; i /QSp2/ lii B i 

*=1 / »=î *=1 


W, H t iH=rï nn S P2 hi,E x . 

\i=l / *=1 i=l A, | t. 

où A i parcourt les places de Ei au dessus de I. 

Démonstration : Nous expliquons la preuve dans le cadre £-adique qui s’appuie sur l’article de Lom- 
bardo JT3] (le cas complexe est plus simple et s’appuie de manière parallèle sur l’article antérieur 
d’Icliikawa El). Il s’agit en fait d’appliquer le théorème 4.1 de m- Pour cela il nous suffit de 
vérifier que les hypothèses de ce théorème sont satisfaites. Nos hypothèses entraînent que pour tout 
entier i, on a Hdg(Aj) xC« = Sp 2 ^*'® où Ei est le centre de End(A, ; ) ®Q. Or les automorphismes 
de (l’algèbre de Lie de) Sp 2/l . q sont intérieurs et les automorphismes intérieurs préservent les 
plus haut poids (cf. remarque 3.8 de [13]), donc le point 3. des hypothèses du théorème 4.1 de [131 
est vérifié. Les points 1. et 2. sont immédiats dans notre situation, d’où la conclusion. □ 

En particulier ceci nous donne le corollaire suivant : 

Corollaire 10.11 Soit s > 1 un entier et soient Ai ,..., A s des variétés abéliennes, deux à deux 
non isogènes, chaque Ai étant de type I ou II, de dimension relative un entier hi. Pour chaque i, 
on suppose que l’une des hypothèses suivantes est vérifiée : 

1. l’entier hi n’est pas dans l’ensemble exceptionnel £ et le centre de End(A) ® Q est réduit à 

Q, 

2. I ’entier hi est égal à deux ou est impair, 

3. la variété abélienne Ai est de type I (resp. II) et possède une place de mauvaise réduction 
semi-stable avec dimension torique ei (resp. avec dimension torique 2 et). 

Sous ces hypothèses on a alors 

( s \ s s 

iH _ ii Hdg(Ai) = Y[ R es Ei/QSP2hi,Ei 

i= 1 / i=l i= 1 

( s \ s s 

iH=n He.(Ai) = nn Sp 2 / li ,B Xi 

*= 1 / *= 1 2 = 1 Ail l 

où A i parcourt les places de Ei au dessus de I. 

Démonstration : Soit i un entier dans l’ensemble {1,..., s}. Si l’hypothèse 1. est vérifiée alors par 
le théorème 5.14 de [H!] (dans le cas de type I) ou par le théorème 110.61 ci-dessus (dans le cas 
de type II) on en déduit que A est pleinement de type Lefschetz, de groupe de Hodge, Sp 2 ^.. Si 
l'hypothèse 2. est vérifiée, là encore la même conclusion vaut en appliquant cette fois le théorème 
A de jT] (cf. [13: remarque 2.25 pour le cas de dimension relative 2). Il suffit donc d’appliquer le 
théorème IIP. 101 ci-dessus pour conclure. □ 

Remarque 10.12 On peut bien sûr énoncer le théorème et le corollaire précédents en rem¬ 
plaçant rii=i^i P ar IIU 4"* Puisque Hdg (UUi A T) = Hd g ŒIi=i A i) et H e(UU i d D = 
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